Roteiro de Estudos .
OBMEP NA ESCOLA — 2018 sy OBVIER
N2 — CICLO 3—- ENCONTRO 1 ‘ ] S

Os assuntos abordados neste encontro sdo:

. Areas e perimetros de figuras planas.

I- Textos:
As referéncias que seguem serdo as nossas principais fontes de apoio:

e Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Geometria”, F. Dutenhefner, L. Cadar.
http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf

e Apostila 3 do PIC da OBMEP “Teorema de Pitagoras e Areas”, Eduardo Wagner.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila3.pdf

II- Videoaulas do Portal da Matematica (com textos integrados):

Material com exercicios resolvidos do Portal da Matematica:
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=68

92 Ano do Ensino Fundamental — Médulo: “areas de figuras planas”
Aula: “@reas de figuras planas: resultados basicos” — Videoaulas:

o https://www.youtube.com/watch?time_continue=1&v=yttXyq8-xuc

o https://www.youtube.com/watch?time_continue=1&v=7-x5YTX7aDY

OBS: Quando da resolucdo das questdes apresentadas a seguir, é esperado que o
aluno crie a habilidade do calculo de areas e perimetros de figuras planas simples, e
também manipule problemas associados a mosaicos geométricos ou ladrilhamento do
plano por quadrilateros notdveis.
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 — ciclo 3 — Encontro 1
ENUNCIADOS

Exercicio 1.

Com pentagonos regulares com 1 cm de lado, formamos
uma sequéncia de poligonos como na figura. O perimetro
do primeiro poligono € 5 cm, o perimetro do segundo € 8 cm,
e assim por diante. Quantos pentagonos sao necessarios
para formar um poligono com perimetro igual a 1736 cm?

Slogde ale sl

Exercicio 2.

Pelo centro do quadrado da Figura 1 tracam-se
duas retas perpendiculares, que o dividem em quatro
quadrilateros iguais. Esses guadrilateros s&o rearranjados
em outro quadrado maior, como na Figura 2. Qual & a area
do quadrado ABCD da Figura 27

- />
D c
10 cm
A\B/

Figura 1 Figura 2

Exercicio 3.

Na figura vemos um quadrado dentro de outro,
determinando uma regido cinza. A area (em cm?® e 0
perimetro (em cm) dessa regiao s&o numericamente iguais,
ou seja, o valor numérico da soma dos perimetros desses
quadrados € igual ao valor numérico da diferenca entre
suas areas. Qual € a diferenca entre as medidas dos lados
desses quadrados?
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Exercicio 4.

A figura sombreada a seguir foi desenhada em uma malha

de quadrados de lado 1 cm. Qual é a area e qual é o

perimetro desta figura? Quantos quadradinhos podem ser
acrescentados a figura de modo a obter o maximo de darea

sem alterar o perimetro?

Exercicio 5

A figura mostra um retangulo de area 720 cm?, formado por nove retangulos menores
e iguais. Qual é o perimetro, em centimetros, de um dos retdngulos menores?

Exercicio 6.

Um quadrado de papel de 20 cm de lado, com a frente branca e o verso cinza, foi
dobrado ao longo das linhas pontilhadas, como na figura. Qual é a area da parte
branca que ficou visivel?

) 20 cm X
| |
I — : —
: 1 ﬁ [
| s
7T ’
H |
e 1
8 cm
Exercicio 7.

O quadrado ABCD da figura esta dividido em 16 quadradinhos iguais. O quadrado
sombreado tem os vértices sobre os pontos médios do quadrado EFGH.
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(A) A drea do quadrado EFGH corresponde a que fragdo da drea do quadrado ABCD?
(B) Se o quadrado ABCD em 80 cm? de &rea, qual é o lado do quadrado sombreado?

A E B

7
A

H

v
4

Exercicio 8.

Miguilim brinca com dois tridangulos iguais cujos lados medem 3 cm, 4 cm e 6 cm. Ele
forma figuras planas unindo um lado de um tridangulo com um lado do outro, sem que
um triangulo fique sobre o outro. Abaixo vemos duas das figuras que ele fez.

6
Figural Figura ll
a) Quais os comprimentos dos lados que foram unidos nas Figuras | e II?

b) Calcule os perimetros das Figuras | e Il.

¢) Qual o menor perimetro de uma figura que Miguilim pode formar? Desenhe duas
figuras que ele podera formar com este menor perimetro.

Exercicio 9.

Na figura, ABCD é um paralelogramo e o segmento EF é paralelo a AB . Qual é a soma das
areas dos triangulos sombreados?

D ¢
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Exercicio 10.

Determine a area cinza no retangulo abaixo,
cuja drea é 50cm®.

A ABCD € um reténgulo

Exercicio 11.

Determine a drea do quadrildtero ABEF na figura que segue, sendo E e F pontos
médios dos lados BC e AD, respectivamente, e AB=6cm,CD=4cmeBC=8cm.

--§‘-.~E§\\\\\§\ND

] B [

B = C

AB+CD

Observacgao: A medida, em cm, da base média do trapézio ABCD é igual a

Exercicio 12.

Uma folha de papel quadrada de area 16 cm?, branca de um lado e cinza de outro, foi
dobrada como indicado ao lado. O ponto O é o centro do quadrado (ponto de
encontro das diagonais) e M é o ponto médio do segmento 4B .
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Figura | Figura Il

a) Qual é a 4rea da regido branca na figura I?

b) Qual é a area da regido branca na figura II?

Exercicio 13.

A figura abaixo € formada por dois quadrados de lado
6 cm e dois triangulos. Se M € o ponto médio de AB, qual &
a area total da figura?

A
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N3 —ciclo 1 — Encontro 1
SOLUCOES e COMENTARIOS

Solugao do Exercicio 1. (Prova da OBMEP, fase 1, Nivel 2 - 2017)

Cada figura da sequéncia, a parir da
segunda, é formada a partir da anterior com (XY
a anexago de um pentagono reqular de lado

1 cm, fazendo-se coincidir um lado da figura
anterior com um fado do pentagono adicionado. Isto implica que, a cada nova adigéo, o perimetro aumente 3 cm.
Assim, 0s perimetros das figuras da sequéncia s@o 5, 6 =5+1x3 11=5+2x3 14=5+3x3 elc. Senéo
ndmero de poligonos que foram adicionados ao primeiro, entéo o perimetro da figura € 5+ 3 n. No caso da figura
com perimetro 1736, temos 1736=5+3n&3n=1731n=577 potanto, esta figura & composta de 577 +
1= 578 pentagonos.

Solugao do Exercicio 2. (Prova da OBMEP, fase 1, Nivel 2 - 2017)

Ao rearranjarmos 0s quadrilateros, observamos que oS lados 4 ¢m
com comprimentos conhecidos ficam encostados, com uma
das extremidades em comum, como indicado na figura (o
segmento menor, em vermelho, foma-se parte do segmento 0
maior, em azul). O comprimento dos lados do quadrado ABCD

é a diferenga entre 0s comprimentos desses lados: 10-4 =6
cm. Portanto, a érea desse quadrado € 36 em?.

Solugdo do Exercicio 3. (Prova da OBMEP, fase 1, Nivel 2 - 2017)

Denote por L e [ os lados dos quadrados grande e pequeno, respectivamente. Do enunciado, temos que
AL+4l=L' -F > 4(L+1)=(L+I)L-T).Como L+]#0, L-1=4.
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Solugao do Exercicio 4. (Exemplo 2 — pagina 90 — Apostila Encontros de Geometria)

Por uma contagem direta verifica-se que a figura é formada por 11 quadradinhos e que
o contorno da figura é formado por 20 segmentos de comprimento 1. Dai a figura tem
area 11 e perimetro 20. Analisando agora a figura a seguir a esquerda vemos que se
acrescentamos um quadradinho colado na figura, aumentamos a sua area em uma
unidade, mas ndo alteramos o seu perimetro, pois s6 trocamos dois segmentos
(pontilhados) que ja faziam parte do contorno da figura por outros dois segmentos.
Podemos ir acrescentando estes quadradinhos até formar um quadrado de lado 5.
Portanto, podemos acrescentar mais 14 quadradinhos na figura dada sem alterar o seu
perimetro, como estd indicado na figura a seguir e a direita.

Solugao do Exercicio 5. (Prova OBMEP 2012 — N2Q15 - 12 fase)

Sejam X e Y, respectivamente, as medidas do lado menor e do lado maior de um dos
retangulos menores. As medidas dos dois lados do retangulo maior s3o entdo X+YVy e

5
5X =4y. Em particular, temos Yy = ZX. Como a area do retangulo maior é 720 cm’,

720 x4
temos 5X(X+Y) :SX[X+§XJ:47?X2 =720. Dai X’ :3—;:64. Logo x=8 e
y =10. O perimetro e um dos retangulos menores é, entdo, 2(X+Yy) =2x18 =36 cm.
5x
¥
X
4y
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Solugdo do Exercicio 6. (Prova OBMEP 2010 — N2Q8 - 12 fase)
A figura mostra os comprimentos, em centimetros, de alguns segmentos ao longo da

sequéncia de dobras. Ao final, vemos que a regido branca é um retangulo de lados de
comprimentos 4 cm e 8 cm. A drea do retangulo branco é entdo 4x8=32 cm?.

20

6 T o 8 4
]8. |

Solugao do Exercicio 7. (Prova OBMEP 2005 — N2Q4 - 22 fase)

(A) A figura a seguir mostra que o quadrado EFGH é formado por 4 triangulos
retangulos iguais e por mais quatro quadradinhos. Cada um desses tridngulos
retangulos iguais é igual a metade de 3 quadradinhos. Portanto o quadrado EFGH

3
corresponde a 4+4X§ =10 quadradinhos. Como o quadrado ABCD corresponde

area(EFGH) 10 _5

a 16 quadradinhos, vemos que a razdo das dreas é igual a — =—=—,
area(ABCD) 16 8

A E B

’ \
\ .

D G C

(B) Antes de responder a este item vamos analisar a situacdo
geral. Ligando os pontos médios dos lados de um quadrado,
obtemos um outro quadrado que tem a metade da area do
guadrado original. De fato, na figura ao lado, vemos que o
guadrado original pode ser dividido em 8 tridangulos iguais e
gue o quadrado sombreado é formado por 4 desses
triangulos.

5
No exercicio, pelo item (A), a drea do quadrado EFGH é igual a §><80 =50 cm?®. Dai

a area do quadrado sombreado é igual a P} =25 cm?.
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Solugao do Exercicio 8. (Apostila do PIC — OBMEP - “Encontros de Geometria”, pag. 91)
a) Na Figura |, vemos que:

- as medidas de dois lados que nao foram unidos sdo 4 cm e 6 cm;

- os dois lados que foram unidos sao do mesmo tamanho, logo eles ndo podem medir
nem 4 cm e nem 6 cm.

Portanto, os lados que foram unidos s6 podem medir 3 cm.

Na figura Il, vemos que o maior lado de um dos triangulos (que medem 6 cm) foi unido
ao menor lado do outro triangulo (que mede 3 cm). Portanto, os lados unidos medem
6cme3cm.

b) Os lados de medida 3 cm ndo fazem parte da perimetro da Figura I. Logo, o
perimetro da Figura | é igual a 4+6+4+6=20 cm. Por outro lado, o lado de 3 cm de um
triangulo e o pedaco de 3 cm do lado maior do outro tridngulo ndo fazem parte do
perimetro da Figura Il. Entdo, o perimetro da Figura Il é igual a 6+4+3+4+(6-3)= 20 cm.

c) O perimetro de uma figura obtida, quando se unem dos dois triangulos, é igual a
soma dos perimetros dos dois tridngulos menos duas vezes o comprimento do menor
dos lados que foram unidos. Assim, o perimetro da figura é o menor possivel quando
unirmos os dois lados de 6 cm, neste caso o perimetro é igual a 2.(3+4+6) — 2.6 = 14
cm. As duas figuras abaixo tém perimetro minimo.

: i ///\ 1 . \
; \\ s

Solugdo do Exercicio 9. (Apostila do PIC — OBMEP - “Encontros de Geometria”, pag. 119)

Apresentaremos duas solu¢des, a primeira utilizando uma argumentacdo centrada em

propriedades geométricas associadas a areas de trapézios e de triangulos, juntamente com

paralelismo. A segunda, utilizando uma argumenta¢do mais métrica com célculos das areas

envolvidas. O objetivo dessa acdo é ilustrar como a abordagem metodoldgica enfatiza uma

ou outra habilidade que se pretende desenvolver junto ao aluno.

Solugdo 1: (encontrada na apostila do PIC — OBMEP - “Encontros de Geometria”)

Vamos subtrair de uma area maior, areas de regides que ndo fazem parte da figura que

pretendemos calcular a area. Aqui vamos subtrair da area do paralelogramo ABCD as areas

dos trapézios brancos ABFE e CDEF. Observe que:
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- O paralelogramo ABCD tem base 4 cm e tem altura 4 cm. Logo, sua area é igual a
4x4=16cm’.

- O trapézio ABFE tem base maior 4 cm, tem base menor 2 cm e tem uma altura H. A area

2+4)" H

deste trapézio é ( = 3" H (ver figura abaixo).

- O trapézio CDEF tem base maior 4 cm, tem base menor 2 cm e tem altura h. A drea deste
trapézio é

(2+4)=h

= 3+h (ver figura abaixo).

-_1 - LI

e
Dai, a soma das areas dos triangulos sombreados é igual a
16-3x H-3xh=16-3x(H +h).

Observe agora que a soma das alturas H + h dos trapézios é igual a altura 4 do paralelogramo.
Logo, H+ h =4 e, portanto, a soma dos triangulos sombreados é igual a

16-3x(H +h)=16-3x4 =16-12 = 4ar?.

Solugao 2: Considere a malha cartesiana associada ao paralelogramo.

Note que o paralelogramo ABCD pode ser deformado, mantendo-se fixa a sua base AB e
deslizando o lado CD sobre a reta suporte deste segmento até obtermos um quadrado,
mantendo seu comprimento igual a 4 cm.
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1 . % “ :

A

Ao fazermos esta deformacdo, também deslizamos o segmento EF sobre a reta suporte que
o contém e mantemos seu comprimento igual a 2 cm, de modo que na posi¢ao final as
distancias do o ponto E ao lado AD e do ponto F ao lado BC coincidam.

c D 0 _C 0 0 O
4 / &
K K
E F E F E F
v / *
B A P B Y P B

Desse modo, obtemos uma figura simétrica em relagdo ao eixo vertical central. Agora, o
triangulo BCF pode ser decomposto nos triangulos CKF e BKF, os quais tém respectivamente
as mesmas areas (sdo congruentes) que os tridngulos DOE e EPA, conforme ilustra a figura
acima a direita. Finalmente, concluimos que a regido colorida tem a mesma area que a regido
retangular APOD, a qual é um quarto da area do retangulo ABCD, ou seja, (1/4)x16=4 cm?.

Solugdo do Exercicio 10. (Portal da Matematica — Médulo Problemas Envolvendo Areas)

o
o

A drea cinza é composta por trés triingulos, cuja soma
das medidas das bases é igual & medida da base do retingulo.
A drea branca é composta por dois tridngulos, cuja soma das
medidas das bases ¢ igual 3 medida da base do retingulo.
Como as alturas de todos os tridngulos possuem a mesma
medida, as dreas cinza e branca sdo iguais, ou seja, a drea
cinza é 25cm?,
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Solugdo do Exercicio 11. (Portal da Matematica — Médulo Problemas Envolvendo Areas)

A
Tragando uma reta paralela a BC pelo ponto F, e mar-  1cm F
cando sua intersecdo G com AB, dividimos a drea do trapézio <1 || \D
ABEF em duas partes: um retdngulo GBEF, de drea igual a
4.5=20 ¢cm?; e um tridngulo AGF de base GF = 4cm e altura
AG =1cm, ou seja, de drea igual a %1 =2cm?, Portanto,a >
drea do quadrildtero ABEF é igual a 20+2=22 om?,
o bl
E £ c

Solugdo do Exercicio 12. (Prova da OBMEP - 2° Fase, 2012 — Nivel 2 — Quest3o 2).

O quadrado original tem area de 16 cm®.  Vamos dividi-lo em 16
quadradinhos de drea 1 cm? para seguirmos com a solugdo.

a) A primeira dobra deixa como parte ndo pintada uma regido
equivalente a 12 quadradinhos unitdrios. Portanto, a drea da
regido n3o pintada da figura | é 12 cm®.

b) A segunda dobra deixa como partes ndo pintadas dois retangulos iguais, cada um
deles composto por dois quadradinhos unitdrios. Portanto, a drea da regido ndo
pintada na figurallé2+2=4 cm?.
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Solugdo do Exercicio 13. (Prova da OBMEP - 1° Fase, 2012 — Nivel 2 — 2015).

Como 0s quadrados estéo dispostos de forma que os pontos A, M e B estdo alinhados, e
como M € o ponto médio de AB, seque que os dois tridngulos da figura séo tridngulos
reténgulos, com catetos medindo 6 e 3 centimetros. Assim. a area de cada quadrado é

6% 6=36cm’ e a area de cada fridngulo é Ezﬁ =9cm’. Adrea total da figuraé 36 +36+9+
9=90 cm’.
Pode-se também deslocar um dos tridngulos para se obter um outro método de resolugéo.

A
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Roteiro de Estudos .
OBMEP NA ESCOLA — 2018 sy OBVIER
N2 — CICLO 3 - ENCONTRO 2 ‘ ] S

Assuntos a serem abordados:

. Congruéncias de triangulos.

. Paralelismo: soma dos angulos internos de um triangulo, propriedades e
caracterizacdo dos quadrilateros notaveis (quadrado, retangulo, paralelogramo,
trapézio e losango).

1) As referéncias que seguem serdo as nossas fontes de apoio para congruéncia de
triangulos:

- Elementos bdsicos de geometria plana — Parte 2: Videoaulas e Material Tedrico
referentes aos assuntos abordados.

http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=30
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/msg/ktnliu88bcgss.pdf

2) A referéncia que segue serd nossa fonte principal de apoio para o outro tépico
associado a paralelismo:

- Elementos basicos de geometria plana — Parte 3: Videoaulas e Material Tedrico
referentes aos assuntos abordados.
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=31

3) Material de apoio complementar:

e Material com exercicios resolvidos do Portal da Matematica:
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material/t17109t5xtu0.pdf

e Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Geometria”, F. Dutenhefner, L.
Cadar.
http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf

Os assuntos abordados tratam da geometria de posicdo e quase sempre nao
envolvendo relagcbes métricas. Os exercicios propostos estimulam o uso de
construcGes geométricas via manipula¢cdes com esquadros ou régua (sem escalas) e
compasso, integrando casos de congruéncias de tridngulos e paralelismo de retas a
exploracdo de relagGes angulares e caracterizacdes de quadrilateros notaveis.
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 — ciclo 3 — Encontro 2
ENUNCIADOS

Exercicio 1.

Na figura que segue, determine a medida do angulo AED sabendo que ABCD é um
quadrado e o triangulo BCE é equilatero.

Exercicio 2.
a) Construa com régua (sem escalas) e compasso a bissetriz do angulo AOB

representado na figura que segue:

b) Utilizando congruéncia de triangulos justifique a sua construcdo (ou seja, prove que
ela é consistente).

Exercicio 3.
Na figura que segue, tem-se AC=BD e AD=BC.

Usando congruéncia de tridngulos, o reciproco do Teorema do Triangulo Isdsceles e o
Teorema dos Angulos Alternos e Internos, mostre que ABCD é um trapézio isdsceles.

Em seguida, conclua que ADC = BCD.
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Exercicio 4.

Na figura a seguir

ABC é um tridngulo isdsceles, com dngulos da base medindo 30° e BC = CA = AD = DE.
Determine a medida do angulo DAC .

Exercicio 5.

O quadrilatero ABCD, da figura abaixo, é quadrado e o triangulo DCE é equildtero.
Determine a medida do angulo DEB do tridangulo DBE.

A D

Exercicio 6.

O trapézio ABCD foi dobrado ao longo do segmento CE, paralelo ao lado AD, como
na figura. Os triangulos EFG e BFH s3o equilateros, ambos com lados de 4 cm de
comprimento. Qual é o perimetro do trapézio?
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Exercicio 7.

Nos lados AB e BC de um tridngulo equilatero ABC, fixam-se dois pontos D e E,
respectivamente, de modo que AD = BE. Se os segmentos AE e CD se cortam no

ponto P, determine o dngulo APC

Exercicio 8.

Na figura, os triangulos ABC e BDE sdo congruentes e os angulos BAC e BDE sao
retos. Ache a razdo entre a drea do triangulo BDF e a drea do quadrilatero AEFC.

>1
m
m

Exercicio 9.

Juliana desenhou, em uma folha de papel, um retangulo de comprimento 12 cm e
largura 10 cm. Ela escolheu um ponto P no interior do retangulo e recortou os
triangulos sombreados como na figura. Com estes tridngulos, ela montou o
quadrilatero da direita. Qual é a area do quadrilatero?

>

#—

10 em

12 cm
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Exercicio 10.

Na figura estao desenhadas diag/gnais de duas faces de
um cubo. Quanto mede o angulo BAC formado por elas?

Exercicio 11.

A figura mostra dois trechos de 300 km cada um
percorridos por um avido. O primeiro trecho faz um angulo
de 18° com a direg&o norte e o segundo, um angulo de 44°
também com a direcdo norte. Se o avido tivesse percorrido
o trecho assinalado em pontilhado, qual seria o angulo
desse trecho com a dire¢do norte?

A) 12°
B) 13°
C) 14°
D) 15°
E) 16°

Exercicio 12.

Na figura o retangulo ABCD tem érea 40 cm?. Os pontos  p R C
P Q Re S séao pontos médios dos lados do retanguloe T
esta no segmento RS. Qual é a drea do tridngulo PQT?

A) 10 cm?
B) 12cm?
C) 14cm? A p B
D) 16cm?
E) 16cm?
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 — ciclo 3 — Encontro 2
SOLUCOES e COMENTARIOS

Solugao do Exercicio 1.

O tridangulo BCE é equilatero, logo EBC = 60°. Como ABCD é um quadrado temos
ABC = 90°. Entdo, ABE = 90° — 60° = 30°.

309
- 60"

90°*

Além disso, o triangulo equilatero BCE nos fornece que BE = BC e o quadrado ABCD
que BC = AB, de onde concluimos que o tridngulo ABE é isdsceles, entdo BAE = AEB.
Temos ent3o, pela soma dos angulos internos do triangulo ABE, que 2+ BAE + 30° =
180°, ou seja, que BAE = 75°. Logo, EAD = 15°. De maneira anéloga, concluimos
que EDA = 15°, consequentemente, pela soma dos angulos internos do triangulo ADE,
segue que AED =150°.

Solugdo do Exercicio 2.
As informacOes da questdo sdo representadas na figura que segue

Temos ABE =DCE =90°, BE = CE e BEA = CED, pois sdo angulos opostos pelo
vértice. Logo, ABE = DCE, pelo caso ALA. Assim, igualando os lados homélogos temos
que 2y+8=30 e 3x-1=20. Oque mostraquey=11lequex=7.
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Solugao do Exercicio 3.

Pelo critério LLL a correspondéncia ABD «> BAC é uma congruéncia. Assim,
CAB = DBA e ACB = BDA, logo, se P é a intersecdo dos segmentos AC e BD, segue
do reciproco do Teorema do Tridngulo Isdsceles que o tridngulo APB é isdsceles de
base AB. Consequentemente, o tridngulo DPC é isdsceles de base DC, sendo que os
angulos das bases desses triangulos possuem a mesma medida. Assim, considerando
transversal comum BD as retas AB e DC segue do Teorema dos Angulos Alternos que
as retas AB e DC sio paralelas e, portanto, ABCD é um trapézio. Como AB>CD e
AD=BC trata-se de um trapézio isésceles e, portanto, os dngulos com vértices nas
extremidades da base menor tém a mesma medida, ou seja, ADC = BCD.

Solugdo do Exercicio 4. (Esse exercicio encontra-se no Portal da Matematica, Caderno de
Exercicios - Exercicio 10 — Mdédulo: Elementos Basicos de Geometria Plana - Parte 2 - Congruéncia de
Tridngulos e Aplicagbes).

Como BC = CA = AD = DE, entdo os tridngulos ABC e AED s3o isdsceles de bases AB e
AE , respectivamente, além de serem congruentes pelo critério LAL (como ABE é
isdsceles, entdo AB = AE). Temos entdo que BAC = EAD = 30°, como mostra a figura.
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Por outro lado, BAE = 180° — 30° = 120°, entdo DAC = 120° - 30° - 30° = 60°,
como podemos verificar pela figura.

Solugdo do Exercicio 5. (Esse exercicio encontra-se no Portal da Matematica, Caderno de
Exercicios - Exercicio 11 — Mddulo: Elementos Basicos de Geometria - Parte 3 - Quadrilateros).

Como o tridngulo DCE é equildtero, ent3o o angulo ECD = 60° e como ABCD é um
quadrado, entdo BCD = 90°, de onde podemos concluir que o angulo BCE = 90° +
60° = 150°. Além disso, o triangulo BCE é isdsceles, pois DC = CE =BC (BC e
DC s3o lados do quadrado ABCD e DC e CE sio lados do triangulo equildtero CDE).
E, usando a soma dos angulos internos do triangulo BCE, obtemos CBE + CEB +
150° = 180°, ou seja, CBE + CEB = 30°.

A -

/z

C

Finalmente, como o tridngulo BCE é isésceles, entdo CBE = CEB, de onde obtemos
que CBE = CEB = 15°. Temos entdo que DBE = CBD — CBE = 45° — 15° = 30°
(aqui usamos o fato de que a diagonal BD do quadrado ABCD divide o angulo reto
ABC em dois de medida 45°).

Solugdo do Exercicio 6. (OBMEP 2015, 1° fase 1, Nivel 2, questio 9)

Primeiro observamos que AD = EC, por serem lados opostos do paralelogramo AECD.
Apos a dobradura o segmento AD ocupou a posicao representada pelo segmento GH,
logo os segmentos EC e HG séo paralelos e tais que EC = AD = GH = GF + FH =
4 4+ 4 = 8 cm. Também valem as igualdades DC = AE = EG = 4 cm. Além disso,
usando os triangulos EFG e BFH sdo equilateros, temos as seguintes relagdes:
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— CEB = HFB = 60° (correspondentes)

— EBC = FBC = 60°

— ECB = 180° — CEB — EBC = 60°

Assim, o tridngulo EBC ¢ equilatero de lado EB = EF + FB = 8 cm.

O perimetro do trapézio ABCD é, portanto,
AE+EB+BC+DC+AD=4+8+8+4= 32cm.

Solugao do Exercicio 7. (Banco de Questdes 2013, nivel 3, questdo 23)

Observe os triangulos DAC e EBA. Sabe-se que DA = EB. Além disso, como o
triangulo ABC é equilatero, entdo AC = BA. Mais ainda, em um tridngulo equilatero
todos os angulos internos medem 60°. Logo DAC = EBA = 60°. Isso implica que os
triangulos DAC e EBA sdo congruentes e portanto DCA = BAE. Na figura abaixo

representamos DCA = BAE = x.

B

A

Agora note que PAC = 60° — DAP = 60° — PCA. Isto é, PAC + PCA = 60°.
Como a soma dos angulos interiores do triangulo APC deve ser 1802, temos que
PAC + PCA + APC =180°. Concluimos que APC = 120°.

Solugdo do Exercicio 8. (OBMEP 2006, 2° fase 2, Nivel 3 , quest&o 3)

Como os triangulos ABC e BDE sdo congruentes, temos area de ABC = area de BDE,
entdo area de AEFC = area AABC — area ABFE =
= area ABDE — area ABFE

= 4rea A BDF.
area ABDF

Logo, area de AEFC = area ABDF e arazdo pedida¢ ———— =1 .
area de AEFC
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Solugdo do Exercicio 9. (Prova OBMEP 2013 — N2Q4 - 12 fase)

Na figura a seguir, a area do quadrilatero da direita é a soma das areas dos dois
triangulos. Tracando por P uma paralela a um dos lados do retdngulo, como na figura,
este fica dividido em dois retangulos menores. A drea de cada um dos tridngulos é
igual a metade da drea do retdngulo menor correspondente; como a soma das dreas
dos retangulos menores é igual a area do retangulo maior, segue que a soma das areas
dos tridangulos é igual a metade da area do retangulo maior, ou seja, é igual a

1
> x10x12 =60 cm?’. Esta é a area do quadrildtero da direta.

.

#—

10 cm
|

12 em
Solugdo do Exercicio 10. (Prova OBMEP, 2016, 1° fase, N2)

Observe que AB, AC e BC séo diagonais das faces do cubo e, portanto, possuem
a mesma medida. Logo, 0s segmentos AB e AC séo lados do triéngulo equilétero
ABC. O angulo BAC é entéo, um angulo interno de um tridngulo equilétero, que
mede 60°

Solugdo do Exercicio 11. (Prova OBMEP, 2009, 1° fase, N2)

Como os segmentos AF e ED apontam para o norte, eles séo paralelos, & como AB € transversal
a AF e a ED segue que DBA=FAB=18" Logo ABC =180°" - (44" +187)=118". Como
AB=BC, o tridngulo ABC é isosceles; 0s angulos iguais ACB e CAB medem entio

%(18[}’ ~118°) =37 Concluimos entio que FAC = BAC - BAF = 3T -18" =13".
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Solugdo do Exercicio 12. (Prova OBMEP, 2009, 1° fase, N2)

)
Q2
—

Afigura & direita mostra como decompor o retéangulo ABCD em oito SN
© triéngulos congruentes. Concluimos que & érea do quadrilatero

PQRS ¢ metade da drea do retangulo, ou seja, 20 cm®. ~
S Voltamos agora para a figura do enunciado e tracamos uma  ————
paralela TU ao segmento PS. Os frigngulos PST e UTP séo
congruentes, bem como os tridngulos UTQ e RQT. Como o tridngulo PQT é a unido dos
triangulos UTP e UTQ, seque que sua drea é metade da area do quadrilatero PQRS, ou

[y
SN
N

seja, 10 cm?.

— FIM -

Pagina 25 de 25



