Roteiro de Estudos ‘,
OBMEP NA ESCOLA - 2018 sy QOVER
N3 — CICLO 7 — ENCONTRO 1 S

Assuntos a serem abordados:
e Equacdes e inequagdes quadraticas (Algebra).

Sugerimos os seguintes materiais de apoio a aula.
- Textos:
e Material Tedrico do Portal da Matematica, “Equag¢bes do Segundo Grau:

Resultados Basicos”, F. S. Benevides , A. C. M. Neto (revisor).
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material teorico/3yjyn4r7tbggw

e Material Tedrico do Portal da Matematica, “Equacdes de Segundo Grau: outros
resultados importantes”, F. S. Benevides , A. C. M. Neto (revisor).
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material _teorico/rimiriztlw08.pdf

e Caderno de Exercicios do Portal da Matematica, “Equac¢des do Segundo Grau:
Resultados Basicos”.
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/equacoes.pdf

e Caderno de Exercicios do Portal da Matematica, “Rela¢des entre coeficientes e
raizes”.
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/raizes.pdf

e Material Tedrico do Portal da Matematica, "Inequagdes Produto”, F. S. Benevides,
A. C. M. Neto (revisor).
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material teorico/9a5p1x9bqqgskk.p
df

- Videoaulas do Portal da Matematica:

Equagdes quadraticas:

92 Ano do Ensino Fundamental — Mbdédulo “Equacbes do Segundo Grau”
(https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=25&tipo=1) —
videoaulas: "Equacdo do 22 Grau — Parte 1: Exemplos e Definicdo", "Equacdo do 29
Grau — Parte 2: Exemplo", "Equacdo do 22 Grau — Parte 3: Resolucdo de Exercicios",
"Equacdo do 22 Grau — Parte 4: Férmula Resolvente da Equacdo do Segundo Grau",
"Equacdo do 292 Grau — Parte 5: Resolucdo de Exercicios", "Equacdo do 22 Grau — Parte
6: Resolucao de Exercicios", "Equacado do 22 Grau — Parte 7: Resolugao de Exercicios",
"Equacdo do 292 Grau — Parte 8: Resolucdo de Exercicios", "Equacdo do 22 Grau — Parte
9: Resolucdo de Exercicios", "Equacdo do 22 Grau — Parte 10: Rela¢des entre
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Coeficientes e Raizes Aula 1", "Equacdo do 29 Grau — Parte 11: Rela¢Ges entre
Coeficientes e Raizes Aula 2", "Equa¢dao do 22 Grau — Parte 12: Relagbes entre
Coeficientes e Raizes Aula 3", "Equacdo do 29 Grau — Parte 13: Rela¢des entre
Coeficientes e Raizes Aula 4".

Inequagdes quadraticas:

12 Ano do Ensino Médio — Mddulo “Inequacdes Produto e Quociente de Primeiro
Grau” (https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=98) —
videoaulas: "Introdug¢do as Inequagdes Produto", "Inequag¢des Produto: Aula de
Exercicios - 01", "Inequacbes Produto: Aula de Exercicios - 02".
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Lista de Exercicios — ONE2018 — N3 — Ciclo 7 — Encontro 1
ENUNCIADOS

No que segue, apresentamos uma lista de problemas que devem ser utilizados para
direcionar o estudo desse encontro. Esses exercicios devem ser trabalhados segundo a
metodologia do ensino da matematica através da resolugdo de problemas e as
discussOes desses exercicios devem motivar o estudo dos conteudos propostos para
esta aula.

Exercicio 1:
Ache os valores reais de p para os quaisaequacdo (p — Dx?+ 2p—2)x +p+ 1=
0 ndo tem raizes reais.

Exercicio 2:
Resolva a inequagdo x* + 15x2 — 16 < 0.

Exercicio 3:
Para a fabricacdo de bicicletas, uma empresa comprou unidades do produto A,
pagando RS 96,00 e unidades do produto B, pagando RS 84,00. Sabendo que o total
de unidades compradas foi de 26 e que o pre¢o unitdrio do produto A excede em RS
2,00 o preco unitdrio do produto B, determine o nimero de unidades compradas do
produto A.

Exercicio 4:

Trés homens A, B e C, trabalhando juntos, realizam uma tarefa em x horas. Se
trabalhassem sozinhos, A executaria a tarefa em x + 1 horas; B, em x 4+ 6 horas; C, em
2x horas. Calcule x.

Exercicio 5 (Questdo 92 — Banco de Questdes da OBMEP — Nivel 3 - 2010):

Asoma §, =9+19+29+ 39+ -+ a, denota a soma dos primeiros n nimeros
naturais terminados em 9. Qual é o menor valor de n para que S,, seja maior do que
10°?

Exercicio 6 (Questdo 81 — Banco de Questbes da OBMEP — Nivel 3 — 2010 -
Adaptada):
Sobre a equagdo 2007x3 + 2006x2 + 2005x = 0, o certo é afirmar que:

a) ndo possui raizes reais;

b) tem trés raizes reais distintas;
c) tem duas raizes iguais;

d) tem apenas uma raiz real;
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Exercicio 7 (Questdo 13 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 — 2005):

Para cercar um terreno retangular de 60 metros quadrados com uma cerca formada
por dois fios de arame foram usados 64 metros de arame. Qual é a diferenca entre o
comprimento e a largura do terreno?

Exercicio 8 (Questdo 6 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 — 2008):

Ronaldo quer cercar completamente um terreno retangular de 900 m?. Ao calcular o
comprimento da cerca ele se enganou, pois fez os cdlculos como se o terreno fosse
guadrado e comprou 2 metros de cerca a menos do que o necessario. Qual é a
diferenca entre o comprimento e a largura do terreno?

Exercicio 9 (Questdo 12 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 — 2009):
A figura mostra um quadrado de lado 1 m dividido em dois retangulos e um quadrado.
As areas do quadrado Q e do retangulo R sao iguais. Qual é a drea do retangulo S?

R

Exercicio 10 (Questédo 16 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 — 2015):

Jodo colocou 100 moedas iguais em um pote e pediu a seus filhos, de idades distintas,
gue cada um deles colocasse no pote uma moeda para cada irmdao mais velho e
retirasse do pote duas moedas para cada irmdao mais novo. Quando todos os filhos
terminaram de fazer isso, restaram no pote 22 moedas. Quantos sao os filhos de Jodo?

Exercicio 11 (Questdo 8 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 —2012):
A figura mostra um retangulo ABCD decomposto em dois quadrados e um retangulo
menor BCFE. Quando BCFE é semelhante a ABCD, dizemos que ABCD é um

A ~ AB ~ . ~
retangulo de prata e a razao 5 € chamada razao de prata. Qual é o valor da razao de
prata?

Exercicio 12 (Questdo 7 — Prova da 12 Fase da OBMEP - Nivel 3 — 2017):
Se f(x) =5x%+ax+b,coma # b, f(a) = be f(b) = a,qual éovalordea + b?

Pagina 4 de 20



Lista de Exercicios — ONE2018 — N3 — Ciclo 7 — Encontro 1
SOLUCOES

Solucéo do Exercicio 1:

A equagdo quadratica (p — 1)x2 + (2p — 2)x + p + 1 = 0 ndo tem raizes reais se, e
somente se, o seu discriminante A= 2p —2)2—-4-(p—1)-(p+1)=-8(p—1) é
negativo se, e somente se, p — 1 > 0 se, e somente se, p > 1.

Solucéo do Exercicio 2:

Chamando x? de t, a inequacdo x* + 15x2 — 16 < 0 torna-se t2 + 15t — 16 < 0.
Para resolver essa inequacdo quadrdtica, inicialmente vamos resolver a equacdo
quadratica t% + 15t — 16 = 0. As raizes dessa equa¢do quadrética sdo dadas por

—15+\/152—4-1-(—16) —-15417

— ou seja, as raizes sdo t; =—16 e t, = 1. Assim,

t2+15t—16—(t+16)(t—1)<0 se, e somente se, t+16<0et—1>0, ou
t+16>0et—1<0, se, e somente se, t<—16et>1, out>—-16et<]l1.
Como —16 <1, ndo é possivel t < —16 e t > 1. Logo, t>? +15t—16 <0 se, e
somente se, —16 <t < 1. Como t = x?, tem-se x* + 15x% — 16 < 0 se, e somente
se, —16 <x%2 < 1. Como x? >0, para todo x, entdo x*+15x2 —16 <0 se, e
somente se, x> < 1 se, e somente se, (x — 1)(x + 1) = x2 — 1 < 0 se, e somente se,
x—1<0ex+1>0,oux—1>0ex+1<0,se,esomentese, x<lex>-—1,
oux>1ex<-—1. Como —1<1, ndo é possivel x>1 e x < —1. Assim, x* +
15x%2 — 16 < 0 se, e somente se, —1 < x < 1.

Solucéo do Exercicio 3:
Seja x o numero de unidades compradas do produto A. Entdo, foram compradas
26 — x unidades do produto B. Os prec¢os unitdrios dos produtos A e B sdo iguais a %

. 8 . . s
reais e —4 ~ reais, respectivamente. Como o precgo unitario do produto A excede em RS
2,00 o prego unitario do produto B, entao 9x—6 = 2::6 2 - 116x +
1248 =0. As raizes dessa equacdo quadrdtica sdo dadas por
—(-116)+/(-116)2-4-1-1248 __ 116492

, OU seja, as raizes sao x; = 12 e x, = 104. Mas, o

21
numero de unidades do produto A compradas ndo pode ser x = 104, pois, nesse caso,
0 numero de unidades do produto B seria 26 —x = 26 — 104 = —78, o que ndo é

possivel, pois o niumero de unidades compradas deve ser um numero inteiro nao
negativo. Assim, x = 12.

Solucéo do Exercicio 4:

Em 1 hora, A, B e C, trabalhando sozmhos fariam L —~ e L da tarefa,
x+1’ x+6 2 1 )
respectivamente. Trabalhando juntos, farlam L da tarefa. Logo, —+—+—=—e,

x+6 2x X
portanto, 3x% + 7x — 6 = 0. As raizes dessa equacgao quadratlca sdo dadas por

Pagina 5 de 20




. , ~ 2
, OU seja, as raizes sdo x; = —3 e x, = 7. Como x deve ser

23 o
positivo, entdao x =

—7+72-43:(-6) _ —-7+11

6
2
3

Solucéo do Exercicio 5:

A soma dada é a soma dos n primeiros de uma progressao aritmética com primeiro

termo a; =9 e razdo r = 10, de modo que o n-ésimo termoéa, =9+ (n—1)-10
_ n(9+(9+(n-1)-10)) _

e, portanto, S, = = 5n? + 4n. Queremos achar o menor numero
n 2

inteiro positivo n tal que S,, > 105, ou seja, 5n% + 4n > 10>, ou seja, 5n + 4n —
10> > 0. Para resolver essa inequacdo quadratica, inicialmente vamos resolver a
equagdo quadrética 5n2% +4n — 10° = 0. As raizes dessa equagdo quadratica s3o

—4+,/42-4-5-(-105) —4+/2000016 . , o —4—+/2000016
dadas por > = n , OU seja, as raizes sdo ny = ————— =~
—141,82 e n, = 2090018 © 141,02, Assim, 5n% +4n —10° = 5(n —ny)(n —

10
ny) > 0se,esomentese, n—n; <0en—n,<0,oun—n; >0en—n, >0,se,e
somente se, n<n;en<xy,,oun>n; en>n, Comon <n, tem-sen<n; e
n < n, se, e somente se, n < ny, en >n; en > n, se, e somente se, n > n,. Assim,
5n% 4+ 4n — 10° > 0 se, e somente se, n <n; ou n > n,. Como n deve ser inteiro
positivo e n; < 0, entdo 5n? + 4n — 10° > 0 se, e somente se, n > n, = 141,02,
sendo que o menor valor paran é 142.

Solugao do Exercicio 6:

A alternativa correta é a (d). Observe que 2007x3 4+ 2006x2 + 2005x =
x(2007x2 + 2006x + 2005) e, logo, x = 0 é uma solugdo da equac¢do dada, sendo
gue a opcdo (a) fica descartada. Agora, para ver se a equacdo dada tem uma, duas ou
trés solucdes, sé precisamos ver se a equacdo de quadratica 2007x2 + 2006x +
2005 = 0 ndo tem solugdo, ou tem uma ou tem duas solugdes. Mas, o discriminante
dessa equagdo é A = 20062 — 4 - 2007 - 2005 = 20062 — 4(2006 + 1)(2006 — 1) =
2006% — 4(2006% — 12) = —3-2006% + 4 < 0, de modo que essa equacdo nio
possui raizes reais. Assim, a equacao inicial tem uma Unica raiz real (x = 0).
Observagdo: Outra maneira (e mais simples) de mostrar que A < 0 é observar que
2006 < 2007 e 2006 <4-2005 e, portanto, 2006 -2006 < 4-2005-2007 e
20062 — 4 - 2005 - 2007 < 0.

Solucéo do Exercicio 7:

Denotemos por ¢ o comprimento e por [ a largura do terreno. Entdo, o perimetro do
terreno é 2(c + 1) e sua area é cl. Ja sabemos a area do terreno, que é 60 m?, donde
cl = 60. O enunciado nos diz que foram usados 64 m de arame para uma cerca de
dois fios e, assim, o perimetro do terreno é 62—4: 32 m. Logo, 2(c+1)=32 e
concluimos que ¢ + [ = 16. Segue que c e | sdo dois nUmeros cuja soma é 16 e o
produto é 60. E facil ver que esses nimeros sdo 6 e 10. Assim, a diferenca pedida é
10 —6 =4 m. Mais geralmente, sabemos que o problema de determinar dois
numeros reais dos quais se conhece a soma s e o produto p equivale a achar as
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solugdes da equagdo quadratica x2 — sx + p = 0. As raizes reais desta equagdo (caso
existam) serdo os numeros procurados. No nosso caso, temos que c e [ sdo raizes de

x? —16x + 60 = 0. As raizes dessa equacao sdo dadas por
—(~16)+/(~16)2-41-60 + ) ) .
X = (-16)4 (2.116) 4100 - 16;4, ou seja, as raizes sao 6 e 10.

Solucéo do Exercicio 8:

Pensando que o terreno fosse quadrado, Ronaldo calculou seu lado como V900 = 30
metros, e comprou 44 - 30 = 120 metros de cerca. Mas, ele precisaria de 120 4+ 2 =
122 metros de cerca, que é o perimetro do terreno. Se a é o comprimento e b a
largura do terreno (supondo a > b), temos as equagbes 2(a + b) = 122, que
expressa o perimetro, e ab = 900, que expressa a area. Logo a + b = 61 e ab = 900.
Logo, a e b s3o raizes da equac¢do quadratica x? — 61x + 900 = 0. As raizes dessa
equacdosdoa =36eb = 25,dondea — b = 11.

Outra maneira de determinar a — b é através da identidade (a — b)? = (a + b)? —
4ab, donde (a — b)? = 612 —4-900 = 121 e, logo,a — b = 11.

Solucéo do Exercicio 9:

Seja x o lado do quadrado Q. A dreadeR é,entdo, 1-(1—x) =1—x,adreadeQ é
x> eadreadeS éx-(1—x)=x—x2% Como as areas de R e Q s3o iguais, entdo
x?=1-—x, ou seja, x2 + x —1 = 0. As raizes dessa equa¢ido quadratica s3o dadas

—-1+y12-4-1-(-1) _ —-14V5 . . ~ V5-1
por = . Como o lado x de Q é positivo, entao x = —— ¢, logo, a
2 2

2:1
éreadeSéx—x2=x—(1—x)=2x—1=2-\/%—1=\/§—2m2.

=

Solucéo do Exercicio 10:
Considerando cada par de irmdos, o mais velho retira duas moedas do pote pelo irmao
mais novo, enquanto o mais novo coloca uma moeda no pote pelo mais velho. Logo,

para cada par de irmdos, uma moeda é retirada do pote. Se forem n os filhos de Joao,

, n(n—1) — , , .
hd —— pares de irmaos e, portanto, este é o niumero total de moedas retiradas do

(n

pote no processo. Logo, temos nT_l) = 100 — 22 = 78. Dai resulta n> —n — 156 =

0. Resolvendo essa equacdo quadratica, obtemos n = 13 ou n =-12. Logo, Jodo tem
13 filhos.

Outra solugdo: Na tabela, numeramos os irmaos de 1 a n, com idades crescentes:
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irmao 1 |irmio2 | 3 | .. |irm38on-2|irmdon-1|irmaon
moedas que coloca n-1 n-2 n-3 2 1 0
moedas que tira 2x0 2x1 2x2 2x(n-3) 2x(n-2) | 2x(n-1)

A segunda linha é o dobro da primeira e, portanto, o que sobra de moedas é igual a

somal+2+4+--+n—-1= nn-1) e, portanto, n(n2—1) = 100 — 22 = 78. Dai resulta

n? —n — 156 = 0. Resolvendo essa equac3o quadratica, obtemosn = 13 oun =-12.
Logo, Jodo tem 13 filhos.

Solucéo do Exercicio 11:
AD _ BE _ AB-2AD _ AB

Da semelhanga dos retangulos ABCD e BCFE temos — =
AB  BC AD AD

A N .
Fazendo ﬁ = x (a razdo de prata), temos iz x—2, ou seja, x>?—2x—1=0. As

—EDEEDPATED _ g 4 /5 sendo

21

- 2.

raizes dessa equacdo quadratica sdao dadas por

que a razdo de prata é a raiz positiva, a saber, 1 + V2.

Solucéo do Exercicio 12:

Como f(a) = b, entdo 5a’ +a-a+b =6a?+b =>b e, logo, a=0. Como f(b) =
a, entdio 5b>+a-b+b=a e, logo, 5b>*+b =0, j4 que a=0. A equacio
quadratica 5b%2 + b = 0 pode ser facilmente resolvida fazendo 5b? + b = b(5b +

1) =0, donde b =0 ou b = —%. Como a e b sdo diferentes, entdo b = —é. Como

1 x — _n__1
a—Oeb——g,entaoa+b—O+( 5)— -
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Roteiro de Estudos r
OBMEP NA ESCOLA — 2018 sy QOVER
N3 — CICLO 7 - ENCONTRO 2 i SN

Assuntos a serem abordados:
e Fungdes quadraticas e seus graficos (Fungoes).

Sugerimos os seguintes materiais de apoio a aula.

- Textos:

e Material Tedrico do Portal da Matematica, “Funcdo Quadratica: Definicles,
Maximos e Minimos”, F. S. Benevides, A. C. M. Neto (revisor).
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material teorico/83bz2u7aae0w8.p
df

e Material Tedrico do Portal da Matematica, “Grafico da funcdao quadratica e
inequacgdes de segundo grau”, F. S. Benevides, A. C. M. Neto (revisor).
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material teorico/a43rewocf8084.p
df

e Material Tedrico do Portal da Matemadtica, “Funcdo Quadratica: Exercicios”, F. S.

Benevides, A. C. M. Neto (revisor).
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material teorico/8ecefhj511cOw.pd
f

e (Caderno de Exercicios do Portal da Matematica, “No¢des Basicas”, T. Miranda, C.

Assis.
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/vp5hzixwafkcc.pdf

e Caderno de Exercicios do Portal da Matematica, “No¢bes Basicas: Definicao,
Maximos e Minimos”, T. Miranda, C. Assis.
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/bqyo6wbk9go8g.pdf

e Caderno de Exercicios do Portal da Matematica, “Grafico de uma funcao
guadrdtica”, T. Miranda, C. Assis.
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/flfb6cvdym80w.pdf

e Caderno de Exercicios do Portal da Matematica, “Resolucdo de Exercicios”, T.
Miranda, C. Assis.
https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material/cspaOku3yyiw.pdf
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- Videoaulas do Portal da Matematica:

Fungdes quadraticas e seus graficos:
19 Ano do Ensino Médio - Médulo “Fungao Quadratica”
(https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=62) -

videoaulas: “Func¢ao Quadratica: Definicao, Maximos e Minimos”, “Fungao Quadratica:
Resolucdo de Exercicios — Parte 1”, “Funcao Quadratica: Resolucdo de Exercicios —
Parte 2”, “Funcdo Quadratica: Resolucdo de Exercicios — Parte 3”, " Grafico de uma
Funcdo Quadrdtica — Parte 1", " Grdafico de uma Funcdo Quadrdatica — Parte 2", "
Grafico de uma Fung¢do Quadratica — Parte 3", “Funcdao Quadratica: Resolu¢do de
Exercicios — Parte 1”, “Fun¢do Quadratica: Resolugao de Exercicios — Parte 2”, “Fungao
Quadratica: Resolucdo de Exercicios — Parte 3”, “Funcdo Quadratica: Resolucdo de
Exercicios — Parte 4”, “Funcdo Quadratica: Resolucdo de Exercicios — Parte 5”, “Funcdo

Quadratica: Resolucdo de Exercicios — Parte 6”.
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Lista de Exercicios — ONE2018 — N3 — Ciclo 7 — Encontro 2
ENUNCIADOS

No que segue, apresentamos uma lista de problemas que devem ser utilizados para
direcionar o estudo desse encontro. Esses exercicios devem ser trabalhados segundo a
metodologia do ensino da matematica através da resolu¢do de problemas e as
discussOes desses exercicios devem motivar o estudo dos conteldos propostos para
esta aula.

Exercicio 1 (Questdo 4, itens (b) e (d) (modificado) — Prova OBMEP — 22 Fase — Nivel 3
—-2013):

A figura abaixo mostra um tridangulo de papel ABC, retangulo em C e cujos catetos
medem 10 cm.

Para cada numero x tal que 5 < x < 10, marcam-se nos catetos os pontos que distam
x ¢m do ponto C e dobra-se o tridngulo ao longo da reta determinada por esses
pontos. Indicamos por f(x) a area, em cm?, da regido onde ocorre sobreposi¢io de
papel. Por exemplo, na figura acima a area da regido cinzenta, em cm?, é (7).

a) Escreva a expressdo de f(x) para5 < x < 10.
b) Determine o maior valor possivel para a drea da regido de sobreposicdo.

Exercicio 2:
Na figura abaixo, ABCD é um quadrado de lado a, M, N sdo pontos nos segmentos BC

e CD respectivamente de tal forma que AMN é um triangulo equildtero. Determine a
area do triangulo MNC.
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Exercicio 3 (Questao 5, itens (b) e (c) (modificado) — Prova OBMEP — 22 Fase — Nivel 3
- 2009):

Dois triangulos retangulos isésceles com catetos de medida 2 sdo posicionados como
mostra a figura 1. A seguir, o tridngulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas
figuras 2 e 3, x indica a distancia entre os vértices A e B dos dois triangulos.

2M2 M /F&
B B A
2 2 - X > - x

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Para cada x no intervalo [0,4], seja f(x) a 4rea da regido comum aos dois triangulos
(em cinzas nas figuras.

a) Encontre as expressées de f(x) nos intervalos [0,2] e [2,4].
b) Qual é a drea maxima da regido comum aos dois tridangulos?

Exercicio 4 (Questdo 5, itens (b) e (c) (modificado) — Prova OBMEP - 22 Fase — Nivel 3
-2007):

O Grémio estudantil de Taperoa vai dar uma festa, vendendo ingressos a RS 6,00. Para
estimular a compra antecipada de ingressos, os diretores do Grémio decidiram que:

e Os ingressos serdo numerados a partir do nimero 1 e vendidos obedecendo a
ordem crescente de sua numeracao;

e Ao final da festa, cada participante recebera RS 0,01 para cada ingresso
vendido que tenha um nimero maior que o nimero do seu ingresso.
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a) Qual serd o lucro do Grémio se forem vendidos x ingressos?
b) Quantos ingressos o Grémio deve vender para ter o maior lucro possivel?

Exercicio 5 (Questdo 4, itens (b), (c), (d) — Prova OBMEP — 22 Fase — Nivel 3 — 2005):
Um prefeito quer construir uma praca quadrada de 10 metros de lado, que tera quatro
canteiros triangulares de pedra e um canteiro quadrado de grama, como na figura. O
prefeito ainda nao decidiu qual serd a drea do canteiro de grama, e por isso o
comprimento do segmento AB estd indicado por x na figura.

A x B

a) Escreva a expressdo da drea do canteiro da grama em funcgao de x.

Sabe-se que o canteiro de grama custa RS 4,00 por metro quadrado e os canteiros
de pedra custam RS 3,00 por metro quadrado. Use esta informacdo para
responder aos dois itens a seguir.

b) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir os cinco canteiros?
c) Se o prefeito tem apenas RS 358,00 para gastar com os cinco canteiros, qual é
a drea do maior canteiro de grama que a praca podera ter?

Exercicio 6:

Calcule o valor de ¢ na funcao
2

X
f(x)=7—3x+c

Para que seu minimo seja 1/2.

Exercicio 7:

Tenho material suficiente para erguer 20 metros de cerca. Com ele pretendo construir
um cercado retangular de 26 m? de area. E possivel fazer isso? Se for, quais as medidas
dos lados deste retangulo?
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Exercicio 8:
Um corpo arremessado tem sua trajetdria representada pelo grafico da funcdo
guadrdtica esbocada na figura abaixo. Qual é a altura maxima atingida por esse corpo?

flx)

._..____
1SN
~

0

Exercicio 9:

A equacdo da trajetdria parabdlica do salto de uma pulga é dado por f(x) = —x% +
4x. Essa pulga salta no ponto de origem do sistema de coordenadas cartesianas. Qual
é a altura maxima atingida pela pulga?

Exercicio 10:
Observe o grafico abaixo de uma parabola e conclua a sua respectiva lei de funcgao.

(¥5]

|
ro

S E
o
[

b

Exercicio 11:
Qual é o conjunto imagem da fung¢do f(x) = x? — 10x + 21?

Exercicio 12:

A figura indica um bombeiro lancando um jato de agua para apagar o fogo em um
ponto de uma torre retilinea e perpendicular ao chdo. A trajetéria do jato de agua é
parabdlica, e dada pela funcdo f(x) = —x2 + 2x + 3, com x e f(x) em metros.
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TORRE

/ » P metros \

/ v
' qmetros

entdo, qual é o valor de p — q, em metros?

Sabendo que o ponto do fogo atingido pelo jato de agua esta a 2 metros do chao,
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Lista de Exercicios — ONE2018 — N3 — Ciclo 7 — Encontro 2
SOLUCOES

Solugao do Exercicio 1:
a) O triangulo ADG é is6sceles com AD = DG = 10 — x; logo GF = DF — DG =
x — (10 — x) = 2x — 10, como vemos na figura abaixo.

.C

D E

e _~

4 'N x '\
A® &% - 40 *B
2x 10 ‘_//
F
2 _ 2
Temos entdo f(x) = Area(DEF) — Area(GHF) = x? — w = —sz +

20x — 50.

b) O maior valor de f(x) é atingido no vértice da parabola, cuja abscissa é o ponto

2 _ 2 — -
médio das raizes. Como f(x) =x7—(2x 10 _ (20-0)(3x-10)

, a abscissa do

2 2
10 20 20
.. 3110 20 20 (10—;)(37—10) 50 . .
vértice é =5 Como f <) =", =7 queéo maior valor da

area de sobreposigao.

Solugao do Exercicio 2:

Observe que CMN é um triangulo retangulo isdsceles, seja x o comprimento dos
catetos do triangulo. Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos CMN e ABM,
temos que

MN =2x AM =./a? + (a — x)?,

e como o tridngulo AMN é equilatero, temos 2x% = a? + (a — x)?. Simplificando a
equacdo obtemos x? + 2ax — 2a? = 0. Resolvendo a equacdo quadratica, obtemos

x=—ai\/§a.

Como x deve ser positivo, obtemos x = (\/§ - 1)a. A area do triangulo CMN é

(F-1) e

> = (2 -V3)a?
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Solugdo do Exercicio 3:

a) Considere primeiro 0 < x < 2. O triangulo cinza na figura abaixo

b)

, n n ., . .1 .
é um tridngulo retangulo isésceles e portanto, sua area sera " da area do
quadrado de lado x. No caso especifico de x =0, a area é 0. Assim, para
2
X . , ,
0<x<2 temos f(x)= = Quando 2 < x < 4, a figura é um pentagono,

como ilustra a figura abaixo.

Temos entdo AC + CD = 2 = BD + CD. Somando ambas expressdes, obtemos
4=AC+CD+BD+CD=x+CD,

Ou seja, CD=4—x. Dai, CE=AC=AD—-CD=2—-(4—x)=x—-2.
Vemos assim, que o pentagono pode ser decomposto em um retdngulo CDFE

de drea (4 — x)(x — 2) e em um tridngulo retangulo isdsceles de hipotenusa
2

(4—x)
4

EF = CD = 4 — x, e portanto de area .Assim, para 2 < x < 4, tem-se

— 2 _
f(x)=(4—x)(x—2)+¥=(4—x)<x—2+(44x)>
1
=Z(4—x)(3x—4).

2
Para 0 < x <2, o maior valor possivel de f(x):xr é f(2) =1. Para

2 < x < 4. O maior valor possivel de f(x) se encontra no ponto médio das
raizes de f(x), isto é, no ponto
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8 . s . .
Como 3 Pertence ao intervalo [2,4], o maximo de f(x) nesse intervalo é

8\ _ 4 4 3 . (o
f(g) =3 Como - > 1, concluimos que este é o valor maximo de f(x) no

intervalo [0,4].

Solugao do Exercicio 4:
a) O valor de venda de x ingressos é 6x. O Grémio tera que devolver 1 centavo
para quem comprou o ingresso numero x — 1, 2 centavos para quem comprou
o ingresso x — 2 e assim por diante, até x — 1 centavos para quem comprou o
ingresso x — (x — 1) = 1. No total o Grémio tera que devolver

1 x(x—1)
(14 1)) ="~
Too LT TG =) =50
O seu lucro sera de L(x) = 6x — Xl _ (6 — x—_l) — x(1201-x)
200 200 200

b) A func¢do L(x) representa uma parabola. Como o coeficiente de x2 é negativo,

a fungdo L(x) possui maximo no vértice da parabola. O vértice se encontra no

ponto médio das raizes de L(x) = 0, isto é, para x = % = 600,5. Como a

guantidade de ingressos € um nuimero inteiro, o lucro maximo do Grémio serd
atingido quando forem vendidos 600 ou 601 ingressos. Como esses pontos sao
simétricos com relacdo a 600,5 o lucro serd o mesmo em ambos 0s casos. Esse
lucro é L(600) = 1803 reais.

Solugao do Exercicio 5:
a) Cada canteiro triangular é um tridngulo retangulo de lados x e 10 — x, tendo

assim drea de %x(lO — x) m% Como a érea total da praca é de 100 m?, segue

que a area do canteiro de grama é 100 — 4 - %x(lO —x) m°.

b) O custo total dos cinco canteiros, em mz, é
1
C(x) =3%x4x Ex(1o —x) 4+ 4 % (100 — 2x(10 — x)).

Simplificando a expressdo obtemos
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C(x) = 2x% — 20x + 400.
20

Como o coeficiente de x? é positivo, C(x) possui minimo quando x = o 5

O custo minimo é entdo C(5) = 350 reais.
c) Seja A(x) =100 —2x(10 —x) = 100 — 20x + 2x2 a &rea do canteiro de
grama em funcdo de x. Se o prefeito pode gasta 358 reais, entdo
2x?% — 20x + 400 < 358;
A(x) + 300 < 358;
A(x) < 58.
Assim, o maior canteiro de grama que o prefeito pode construir tem drea de 58
m?. Observe que isso acontece quando 2x%2 —20x + 58 = 2(x — 3)(x — 7) =
0.

Solugao do Exercicio 6:
Como o coeficiente de x? é positivo, a funcdo f(x) atinge seu minimo no ponto

X =%= 3, logo o minimo sera f(3) =§—9+c =%. Assim, ¢ = 5.

Solugdo do Exercicio 7:

Seja x o comprimento e h a altura do retangulo. A fim de fazer o retangulo de maior
area possivel, devemos usar todo o material de que dispomos de cerca. Sendo assim,
2x + 2h = 20, isto é, h = 10 — x. Por outro lado, a area do retangulo é

A(x) = xh = x(10 — x) = 10x — x2.

Como o coeficiente de x? é negativo, a maior drea possivel é obtida para x =
-10
2%x(—10)
cercado retangular de 26 m? de area.

= 5, cujo valor é A(5) = 25 m% Como 25 < 26, ndo é possivel construir um

Solugao do Exercicio 8:
Pelo grafico, as raizes de f(x) =0 sdo x; =0 e x, = 4. Logo f(x) = ax(x —4).
Como f(1) = 48, entdo —3a = 48, isto é, a = —16. Assim, f(x) = —16x(x —4). O

valor maximo de f(x) é atingido para x =();L—4= 2. Assim, f(2) = 64 é a altura
maxima atingida por esse corpo.

Solugao do Exercicio 9:

A altura maxima, obtida no ponto x=2x_(:)=2, é f(2) =4 unidades de

comprimento.
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Solugao do Exercicio 10:

Seja f(x) a fungdo procurada. Veja primeiro que as raizes de f(x) = 0sdox; = —3 e
x, =1, portanto f(x) = a(x + 3)(x — 1). Como f(0) = 3, entdo 3 = a X 3 x (—1),
ousejaa = —1.Assim, f(x) = —(x +3)(x — 1).

Solugao do Exercicio 11:

.. , . ~ . ;. 10
Como o coeficiente de x? é positivo, a funcdo atinge seu minimo no ponto x = — =
2x1

5, cujo valor é f(5) = —4. Logo, a imagem da fungdo é [—4; +o|.

Solugao do Exercicio 12:
Como f(0) = 3, entdo p = 3. Pelos dados do enunciado, temos f(q) = 2, onde q >
0. Portanto

—q%+2q+3=2;
—q*+2q+1=0;
q*—2q—-1=0;
q=1i\/1——(—1)=1i\/§.
Deq > 0,obtemosqg=1++2e

p—q=3-(1+V2)=2-V2
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