Roteiro de Estudos ..
OBMEP NA ESCOLA — 2018 35 %B\MEP
N2 - CICLO 1 — ENCONTRO 1 ¥ T

Mg

Os assuntos abordados neste encontro sdo:
e Paridade

e O sistema decimal: representacdes e operacdes numéricas.

I) Para o assunto “paridade”, sugerimos os seguintes materiais de apoio a aula:

Textos:

1. Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Aritmética”, F. Dutenhefner, L. Cadar.
http://www.obmep.org.br/docs/aritmetica.pdf

2. Livro “Circulos de Matematica da OBMEP”- volume 1: Primeiros passos em
Combinatdria, Aritmética e Algebra — Bruno Holanda e Emiliano Chagas

Materiais do Portal da Matematica:

1. Topicos Adicionais — Moddulo “Sistemas de Numeracdo e Paridade”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=53)
2. Videoaulas do Portal da Matematica:

o Problemas envolvendo paridade

o Problemas com dominds

o Dominds, pesagens e outros problemas

Il) Para o assunto “o _sistema decimal: representacoes e operacdes numéricas”,
sugerimos os seguintes materiais de apoio a aula:

Texto:
1. Livro “Circulos de Matematica da OBMEP”- volume 1: Primeiros passos em
Combinatdria, Aritmética e Algebra — Bruno Holanda e Emiliano Chagas

Materiais do Portal da Matematica:

1. Videoaulas do Portal da Matematica:

e 62 série — operagdes bdsicas — operagdes com nlimeros naturais —
Videoaulas 3, 4, 5, 6, 7 e 8 sobre adi¢ao, subtracao, multiplicacao e
divisdo:
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=60

e 62 série — operagOes basicas — operagdes com numeros naturais — caderno
de exercicios:
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material/1kephf4nypzk7.pdf

2. Topicos Adicionais — Moddulo “Sistemas de Numeragdo e Paridade”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=53) -
Videoaulas: “Sistema de numeracgao decimal”.
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 — ciclo 1 — Encontro 1
ENUNCIADOS

No que segue, apresentamos uma lista de problemas que devem ser utilizados para
direcionar o estudo desse encontro. Esses exercicios devem ser trabalhados segundo a
metodologia do ensino da matematica através da resolucdo de problemas e as
discussOes desses exercicios devem motivar o estudo dos conteldos propostos para
esta aula.

Atividade 1. [jogo das faces] Para iniciar o estudo de paridade, sugerimos que a aula
comece com a adivinhacdo “Jogo das Faces”, descrita na pdagina 2 da apostila
“Encontros de Aritmética”.

Atividade 2. [adivinhando uma soma gigante] Nesta atividade o professor adivinha o
resultado de uma soma com 5 parcelas, com numeros digamos de 4 algarismos cada,
sabendo apenas a primeira parcela fornecida pelo aluno. Como quatro das cinco
parcelas ndo sdo conhecidas e como o aluno diz valores quaisquer para outras
parcelas, parece impossivel que o professor consiga adivinhar o resultado da soma a
priori, e isso causa um efeito de muita surpresa nos alunos. Vamos descrever passo a
passo como a atividade é realizada.

19 passo: o professor solicita que o aluno escreva um nimero com 4 algarismos. SO
para ilustrar, vamos supor que, por exemplo, o aluno escreveu 5381.

29 passo: em um pedaco de papel, o professor escreve o resultado que terd a soma e
entrega este papel dobrado para o aluno, sem ele ver o nimero, é claro. Neste caso o

resultado é 25379.

Agora, alternadamente, aluno e professor escrevem numeros de 4 algarismos cada,
um em baixo do outro, montando uma soma com 5 parcelas. (veja figura a seguir)

39 passo: o aluno escreve um numero de 4 algarismos, digamos por exemplo, que ele
escreveu 2843.

42 passo: logo em baixo o professor escreve o nimero 7156.

52 passo: agora é a vez do aluno. Ele escreve mais uma vez um numero com 4
algarismos. Para ilustrar suponhamos que ele escreveu 5302.

62 passo: finalmente o professor escreve a ultima parcela da soma que neste caso
deve ser 4697.

Agora, com os cinco numeros escritos um em baixo do outro, efetua-se normalmente a
soma. Apds esse calculo que é relativamente grande (uma soma de 5 andares com

numeros de 4 digitos cada), o professor solicita que o aluno pegue o pedaco de papel
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gue estava com ele desde o inicio da atividade e verifique que o niUmero escrito é, por
mais incrivel que possa parecer, o resultado da soma, 25379.

5381 aluno
2843 aluno

+ 7156 professor
5302 aluno
A697 profeszor
25379

Agora vamos explicar detalhadamente porque a adivinhagdo funciona.

1. Como o professor determina o resultado da soma.

O aluno comecga dizendo um numero qualquer de 4 algarismos. No exemplo o
numero escrito inicialmente foi 5381. Para escrever o numero que sera o resultado
da soma, deve-se apenas subtrair duas unidades desse numero, obtendo
5381-2=5379 e em seguida deve-se acrescentar um algarismo 2 a esquerda desse
resultado, obtendo 25379. Esse é o algoritmo utilizado pelo professor para
escrever o resultado da soma: subtrai duas unidades e acrescenta um algarismos 2
a esquerda do primeiro niumero escrito pelo aluno.

2. Como o professor deve proceder para escrever as suas duas parcelas da soma.
Em cada vez, o professor escreve um numero que soma 9999 com o ultimo numero

escrito pelo aluno. Para fazer isso, basta pensar algarismo por algarismo, interando
9 com o algarismo correspondente escrito pelo aluno.

5381 sluno
2843 sluno

9999« ¢ e
5302 aluno

99994 4cq5 s

Por exemplo, na segunda parcela o aluno escreveu 2843 e o professor teve que
escrever o numero 7156 pois 2843+7156=9999. Observe que embaixo do 3 o
professor colocou 6 por 3+6=9. Embaixo do 4 o professor colocou 5 pois 4+5=9,
Embaixo do 8 o professor colocou 1 pois 8+1=9. E embaixo do 2 o professor
colocou 7 pois 2+7=9.

Na ultima parte da soma o procedimento é o mesmo. O aluno escreve um nimero
qualquer na quarta parcela da soma, no exemplo 5302, e o professor teve que

Pagina 3 de 26



escrever o numero 4697 pois 5302+4697=9999. Observe que o professor pode
pensar em um algarismo de cada vez: embaixo do 2 coloca o 7 pois 2+7=9; embaixo
do 0 coloca o 9 pois 0+9=9; embaixo do 3 coloca o 6 pois 3+6=9 e embaixo do 5
coloca o 4 pois 5+4=9.

3. Porque a adivinhacdo funciona.

O aluno comeca escrevendo um numero A com 4 algarismos. Em seguida sdo
acrescentadas mais quatro parcelas B, C, D e E formando a soma A+B+C+D+E. As
parcelas C e E sao ditas pelo professor de modo que B+C=9999 e D+E=9999. Dai a
soma das cinco parcelas fica assim: A+B+C+D+E=A+(B+C)+(D+E)=A+9999+9999.
Como 9999=10000-1, podemos escrever que A+B+C+D+E=A+(10000-1)+(10000-1) e
portanto
A+B+C+D+E =A -2+ 20000

Assim, se o professor proceder como explicado, o resultado da soma pode ser
obtido subtraindo 2 do primeiro niumero escrito pelo aluno e em seguida somando
20000 a este resultado. Como os numeros possuem quatro algarismos, para
acrescentar 20000 basta colocar um algarismo 2 do lado esquerdo do numero.

Exercicio 1. Vocé pode encontrar cinco numeros impares cuja soma seja 1007
Justifique a sua resposta.

Exercicio 2. Um jogo consiste de nove botGes luminosos (de cor verde ou amarela)
dispostos da seguinte forma:

10 20 30
10 50 60
70 80 90

Apertando um botdo do bordo do retangulo, trocam de cor ele e seus vizinhos (do lado
ou em diagonal). Apertando o botdo do centro, trocam de cor todos os seus oito
vizinhos, porém ele, ndo. Inicialmente, todos os botdes estdo verdes. E possivel,
apertando sucessivamente alguns botdes, torna-los todos amarelos?

Exercicio 3. Determine a paridade do nimero (192845—321876)"" +(1001+ 7321)"°

Sugestdo: Como as poténcias sdao grandes, inviabilizando operagdes de calculo direto,
incentive o aluno a observar que a poténcia inteira positiva de um nimero mantém a

sua paridade.
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Exercicio 4. O dbaco é um antigo instrumento de calculo que usa notacdo posicional de
base dez para representar nimeros naturais. Ele pode ser apresentado em varios
modelos, um deles é formado por hastes apoiadas em uma base. Cada haste
corresponde a uma posicdo no sistema decimal e nelas sdo colocadas argolas; a
guantidade de argolas na haste representa o algarismo daquela posicdao. Em geral,
colocam-se adesivos abaixo das hastes com os simbolos U, D, C, M, DM e CM que
correspondem, respectivamente, a unidades, dezenas, centenas, unidades de milhar,
dezenas de milhar e centenas de milhar, sempre comecando com a unidade na haste
da direita e as demais ordens do nimero no sistema decimal nas hastes subsequentes
(da direita para esquerda), até a haste que se encontra mais a esquerda. Entretanto,
no abaco da figura, os adesivos ndo seguiram a disposi¢ao usual.

Nessa disposicdo, o nUmero que esta representado na figura é
a) 46 171.

b) 147 016.

¢) 171 064.

d) 460 171.

e) 610 741.

Exercicio 5. Vania preencheu os quadradinhos da conta abaixo com os algarismos 1, 2,
3,4,5,6, 7 e 8. Ela usou todos os algarismos e obteve o maior resultado possivel. Qual
foi esse resultado?

-+ —
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Exercicio 6. Os incas desenvolveram uma maneira de registrar quantidades e
representar nimeros utilizando um sistema de numeracdo decimal posicional: um
conjunto de cordas com nés denominado Quipus. O Quipus era feito de uma corda
principal (mais grossa que as demais), na qual eram penduradas outras cordas, mais
finas, de diferentes tamanhos e cores (cordas pendentes). De acordo com a sua
posicdo, os nos significavam unidades, dezenas, centenas e milhares Na Figura 1, o
Quipus representa o numero decimal 2453. Para representar o “zero" em qualquer
posicdo, ndo se coloca nenhum né.

Quipus

Corda principal-»

—

/’
Corda Milhares
pendente
Centenas
Dezenas *
i Unidades
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Desenhe, na Figura 3, o Quipus que corresponde a soma dos dois numeros
representados nas Figuras 1 e 2.

Exercicio 7. Na conta armada, cada letra representa um algarismo, e letras diferentes
representam algarismos diferentes. Qual é o algarismo que a letra T representa?

ZIOOOO®
Q00000
e
> I>>r>r>>
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Exercicio 8. Maria possui muitas pecas, todas iguais, formadas por quatro
guadradinhos, como mostra a figura abaixo. Sem sobrepor pecas, ela tenta cobrir
todas as casas de varios tabuleiros quadrados, fazendo coincidir os quadradinhos das
pecas com os do tabuleiro.

Abaixo segue um exemplo de como cobrir um tabuleiro de 4x4:

1

Expligue por que Maria nunca conseguira cobrir um tabuleiro 10x10 com suas pecas.

Exercicio 9. Encontre o menor nimero natural de nove algarismos cuja soma desses
algarismos seja 59. Vocé poderad utilizar algarismos repetidos em suas simulagdes.

Sugestdo: Esse nUmero ndo podera comegar por zero e quanto mais zeros pudermos
utilizar melhor, pois desejamos o menor numero nas condi¢des exigidas.

Exercicio 10. Na rua em que Luis mora, todas as casas ficam do mesmo lado e sdo
numeradas pelos nimeros impares em ordem crescente, comegando com 1. Ele mora
na casa de niumero 47; mas se a humeragao comegasse na outra extremidade da rua, o
numero seria 71. Quantas casas hd nessa rua?

Exercicio 11. Considere trés algarismos distintos A, 2 e C, com A e C ndo nulos.

(a) Construa todos os nimeros com dois algarismos distintos possiveis de serem
formados com os algarismos A, 2 e C.

(b) Sabendo que a soma de todos os niumeros obtidos no item (a) é 132, determine
o valor da soma A+C.

Exercicio 12. Qual é o algarismo das dezenas da soma

T +77T + 777 +7777 +...+777.. 77 +777.. 7777
- —_— —_— —_— —————

wm ] trés quatro setenta e seis setenta e sete
sete  setes seles setes sefes setes
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 —ciclo 1 — Encontro 1
SOLUCOES e COMENTARIOS

Comentdrios sobre atividade 1: jogo das faces.

O Jogo das Faces estd enunciado, comentado e resolvido nas paginas 2-4 da apostila
Encontros de Aritmética.

Ao executar esta atividade para uma turma grande de alunos, sugerimos trocar as
moedas por folhas de papel, cada uma delas branca de um lado e colorida do outro
lado, apoiadas, por exemplo, no porta giz do quadro verde em frente a sala. As moedas
também podem ser trocadas por outros objetos como cartas de baralho ou copos, uns
com a boca para cima e outros com a boca para baixo. Deste modo, esta é uma
atividade de recreacdo matematica interessante que pode ser aplicada mesmo fora do
ambiente da sala de aula.

Comentarios sobre a atividade 2: adivinhando uma soma gigante.

A atividade foi apresentada para uma soma de numeros com 4 algarismos cada um.
Procedendo exatamente como foi explicado, ela pode ser generalizada para uma soma
de nimeros com 5 ou mais algarismos. Para ver uma descricdo dessa atividade veja o
seguinte video Magica da adivinhacdo da soma gigante e para ver uma descricdo da
solucdo, assista Revelacdo da madgica de adivinhacdo da soma. Observacdo: nestes
videos é imposta a condicdo de que no primeiro numero escrito pelo aluno, o ultimo
algarismo ndo pode ser igual a 0 e nem a 1. Na verdade, estd restricdo ndo é
necessaria. E na solugao apresentada no video, é afirmado que o algarismo da dezena
do resultado da soma é igual ao algarismo da dezena do primeiro niUmero escrito pelo
aluno. Sem a imposicao da condigdo, esta afirmacdo é falsa, como vocé pode verificar
no préprio exemplo apresentado na descri¢cdo desta adivinhagdo, escrita neste roteiro.
Este comentdrio é apenas um alerta para termos uma postura critica em relagao a
conteudos disponibilizados na internet.

Solugdo do Exercicio 1.
Este é o exercicio 2 da pagina 4 da apostila Encontros de Aritmética.

Um dos objetivos do estudo de paridade é explorar algumas propriedades dos
numeros pares e impares, tais como:

e A soma de dois niumeros pares é um nimero par.

e A soma de dois niumeros impares é um numero par.

e Asomade um parcom um impar € um nimero impar.
e O produto de dois nimeros pares é um numero par.
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e O produto de dois nimeros impares € um namero impar.

e O produto de um ndimero par por um nimero qualquer é par.

No exercicio, pergunta-se se é possivel escrever o niumero 100 como uma soma
a+b+c+d+e de cinco numeros impares. Vamos analisar esta soma por partes.

e a+b é um numero par, pois é a soma de dois impares.

e Somando ¢, vemos que (a+b)+c é impar pois é a soma de um ndmero par a+b

com um numero impar c.

e Somando d, vemos que (a+b+c)+d é par pois é a soma de um numero impar

a+b+c com um outro nimero impar d.

e Finalmente, somando e, vemos que (a+b+c+d)+e é impar pois é a soma de um

nuamero par a+b+c+d com um numero impar e.

Portanto, nunca conseguimos escrever o numero 100 (que é par) como a soma

a+b+c+d+e (que é impar) de cinco numeros impares.

Uma solucdo alternativa, feita por contradicdo, pode ser vista através dos diagramas

que seguem:

Suponha que existam 5 nUmeros impares cuja a soma é 100, isto é,

impar impar impar impar impar

L1+ [ 1+ [ J+[J+[J=100

Como a soma de dois nimeros impares € um numero par, temos

|’m par impar impar impar impar

+ L+ J+_J+[_J=100

?Wl

par impar

+ [] +[ 1= 100

Como a soma de dois nimeros pares é um numero par, obtemos

impar impar impar impar impar

C1-Cd+~CJ+~[CJ+[J=200

?Zj‘??l
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Como a soma de um numero par com um numero impar é um numero impar,
concluimos

= 100

Portanto, concluimos que a soma de 5 numeros impares ndo pode ser 100, visto que
100 ndo é um numero impar.

Solugdo do Exercicio 2.
(Problema 3.2, pagina 20 - Circulos Matematicos da OBMEP)

Note que, ao apertar um dos botdes 1, 3, 7 ou 9, trocamos de cor quatro botdes.
Apertando um dos botbes 2, 4, 6 ou 8, trocamos a cor de seis botGes. Apertando o
botdo do centro trocamos a cor de oito botGes. Como 4, 6 e 8 sdo numeros pares, a
guantidade total de botGes verdes é sempre um numero par, e para ter os nove botdes
amarelos deveriamos ter zero botdes verdes. Isso nunca pode ocorrer, pois 0 € um
numero par.

Solugao do Exercicio 3.
No primeiro paréntesis, ha uma diferenca entre um impar e um par resultando,

portanto, em um numero impar. No segundo, ha uma soma de dois impares,
resultando em um par. Como um numero elevado a um expoente tem sua paridade
preservada (usando a sugestdo), temos uma soma de um numero impar (primeira
poténcia) com um par (segunda poténcia). Disto, o nimero obtido ao final é impar.

Solugdo do Exercicio 4.
(QUESTAO 148 — ENEM 2016 prova azul)

Observando os valores posicionais, segue que o numero de argolas nas hastes referentes a
CM, DM, M, C, D e U sdo, respectivamente, 4, 6,0, 1, 7 e 1. Portanto, o nimero representado é
460 171.
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Solugao do Exercicio 5.
(Prova 12 fase OBMEP 2017 — N1 — questdo 4)

Vamos representar a conta desejada por ABC + DE — FGH em que cada uma das letras é
um algarismo de 1 até 8. Para obter o maior resultado possivel, devemos fazer com
gue os termos que contribuem positivamente na conta sejam os maiores possiveis e o
termo que contribui negativamente seja o menor possivel. Como estamos usando o
sistema de numeragao posicional decimal, na primeira parcela da conta devemos
colocar o maior dos algarismos disponiveis (o algarismo 8) na casa das centenas:

8BC + DE - FGH

A seguir, colocamos o segundo maior algarismo (o 7) na casa das dezenas. Ha duas
possibilidades:

87C+ DE—-FGH
ou

8BC + 7E — FGH

Agora, em cada uma dessas possibilidades, colocamos o algarismo 6, ainda na casa das
dezenas. Obtemos os niumeros:

87C + 6E - FGH
ou

86C + 7E-FGH

Continuando devemos colocar os algarismos 5 e 4 na cada da unidade em cada uma
das duas possibilidades anteriores. Podemos obter quatro somas possiveis.

875+ 64 - FGH

874 + 65 - FGH
ou

865 + 74 - FGH

864 + 75 - FGH

Basta agora completar o termo negativo com o nimero 123 que é o menor nimero
gue pode ser formado com os algarismos restantes 1, 2 e 3. Em suma, o maior
resultado possivel pode ser obtido de quatro maneiras diferentes:

875 +64-123

874 + 65-123
ou

865 +74-123

864 +75-123
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O resultado dessas quatro contas é sempre o mesmo: 816.

Solugao do Exercicio 6.
Este problema encontra-se na avaliacdo do ENEM 2014 - questdo 143.

Observe que, no padrdao Quipus, a Figura 2 representa o numero decimal 2710.
Efetuamos a soma e obtemos 2453 + 2710 = 5163. Logo, a representacdo Quipus de
5163 é:

Quipus

Corda principal-»
/
Corda Milhares

pendente
* Centenas

Dezenas

i Unidades

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Solugdo alternativa: Somamos diretamente os nds da Figura 1 com os nés da Figura 2,
em cada posicao, obtendo

e 3+0=3 nods para a posicdo das unidades;

e 6+1=7 nds para a posi¢do das dezenas;

e 4+7=11 nés para a posicao das centenas e, nesse caso, a decomposicao
11=10+1 fornece um nd para a posicao dos milhares, restando apenas um né
para a posi¢ao das centenas; e

e 2+2+1=5 nds para a posi¢ao dos milhares.

Obtemos a mesma figura acima para a representagao Quipus.

Solugdo do Exercicio 7.
(OBMEP 2017 — 12 fase — N1Q15)

Na conta, temos: 5 x GOTA = AGUA; olhando para as casas das unidades, como A é um
algarismo, concluimos que A = 0 ou A = 5. Como o resultado AGUA comega com A,
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entdo A = 5, pois sendo G=0; além disso, zeros a esquerda de um numero ndo sao
escritos. Olhamos agora para as casas dos milhares. Temos que 5x GSA.ComoA=5e
G é um algarismo diferente de zero, entdo G = 1. Deste modo, até agora, a conta tem o
seguinte aspecto:

2
10T5
1075
10T5
10T5

+10TS5
51U5

O algarismo que O representa sé pode ser igual a 0. Ndo pode ser igual a 1 pois letras
diferentes representam algarismos diferentes e ndo pode ser maior do que 1 pois ndo
existe o transporte de valores das centenas para a casa dos milhares (o “vai um”), ja
que5xG=5x1=5=A.

Analisando agora a casa das dezenas, concluimos que 10 < 5 x T + 2 < 20, pois deve
haver o transporte de uma unidade da casa das dezenas para a das centenas, ja que 5
xO0+1=5x0+1=1=G.

Assim, s6 ha duas possibilidades paraT:ouT=20uT=3.

SeT=2entdo5xT+2=12e U =T = 2, teriamos algarismos iguais para letras
diferentes e essa possibilidade ndo serve.

SeT=3,entdo 5x T+ 2 =17, de onde se conclui que U = 7. Esta é a solugdo procurada
e a conta completa é a seguinte:

N
o eleFn
wWwwwr
Ul

1035
+ 1035

T P

Solugdo do Exercicio 8.
(OBMEP 2014 — 22 fase — N2Q4)

Para cobrir um tabuleiro 10x10, sdo necessarias 25 pecas, uma vez que 100 = 4 x 25. Cada pega
cobre 3 quadradinhos de uma cor e 1 da outra cor. Assim podemos dividir as pegas que
cobrem o tabuleiro em dois grupos:

Grupo 1: As que cobrem exatamente uma casa amarela (e, portanto, trés azuis).

Grupo 2: As que cobrem exatamente trés casas amarelas (e, portanto, uma azul).
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Suponha que fosse possivel distribuir as 25 pecgas sobre o tabuleiro cobrindo todas as suas
casas. Se o niumero de peg¢as do Grupol for par, o nimero de peg¢as do Grupo 2 deve ser
impar, pois a soma desses niumeros deve ser igual a quantidade de pegas usadas (25). Neste
caso, o numero de casas azuis cobertas deve ser impar, mas isto é impossivel, ja que ha 50
casas azuis num tabuleiro 10x10.

Se o numero de pegas do Grupol for impar, o nimero de pecas do Grupo 2 deve ser par, pois,
pelo mesmo motivo, a soma do niumero de pegas destes dois grupos deve ser 25. Neste caso, o
numero de casas amarelas cobertos deve ser impar, mas isto é impossivel, ja que também ha
50 casas amarelas num tabuleiro 10x10.

Solugdo do Exercicio 9.
Este problema encontra-se na Apostila Encontros de Aritmética do PIC, pagina 12.

Considere um numero de 9 algarismos, conforme indicado abaixo:

Como queremos o menor possivel, na primeira casa, da esquerda para a direita,
devemos ter 1 (0 ou 1). De fato, o algarismo 0 ndo pode ser escolhido, pois neste caso
0 numero teria oito e ndo nove algarismos.

Logo, comegamos com o preenchimento:

No restante, como sobraram oito algarismos, a soma mdaxima possivel é 8x9=72, que
supera 59. Colocamos 0 na préxima casa:

Sobraram agora sete algarismos, cuja soma maxima é de 9x7=63, que ainda supera 59.
Com isto, procedemos como antes colocando o O:
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Porém, sobram seis casas somando, no maximo, 9x6=54. Portanto, ndo podemos
preencher com 0 a terceira casa, mas devemos preencher com 5, obtendo, ao final, o
numero:

105 999999.

Solugao do Exercicio 10.
(Prova 12 Fase 2007 -Nivel 2 — Questdo 11)

Os numeros impares sdo da forma 2 n — 1 onde n é um numero natural positivo; por
exemplo, 1=2x1 -1 é o primeiro nimero impare 23=2x 12 -1 é o 12 o numero
impar. Como 47 =2 x 24 -1, vemos que 47 é o 24 o numero impar, ou seja, Luis mora
na 24 a casa a contar de uma extremidade da rua. Analogamente, temos 71 =2 x 36 -
1, ou seja, Luis mora na 36 a casa a contar da outra extremidade da rua. Ou seja: a
partir de uma extremidade da rua ha 23 casas antes da casa de Luis e a partir da outra
ha 35. No total, a rua tem 23 + 1 + 35 = 59 casas; a parcela 1 nessa adi¢do corresponde
a casa do Luis.

Solugdo do Exercicio 11.

(a) Com os algarismos A, 2 e C podemos construir seis nUmeros distintos: A2, AC, 2A,
2C,CAeC2.

(b) Utilizando a representacao decimal para os nimeros obtidos no item (a), obtemos:
A2=Ax10+2; AC=Ax10+C; 2A=2x10+ A; 2C=2x10+C; CA=Cx10+ A; C2=Cx10+
2. Agora, como A2+AC+2A+2C+CA+C2 = 132, segue que 22A+22C+44=132, 0 que

implica que 22A+22C+44=132 = 22(A+C)=88 = A+C=4.

Solugdo do Exercicio 12.
(Prova 1* Fase 2013 -Nivel 2 — Questao 05)

Ao somar os algarismos das unidades, encontramos 77x7=539. Logo, o algarismo das
unidades da soma é 9 e 53 deve ser adicionado a casa das dezenas. A soma dos
algarismos 7 que aparecem nas dezenas é 76x7=532, que somada a 53 da 585. Logo, o
algarismo das dezenas é 5.
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Roteiro de Estudos '
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Mg

Assuntos a serem abordados:

e Divisdo Euclidiana.

e Fenomenos periddicos: padroes numéricos.

I) Para o assunto “divisGo euclidiana”, sugerimos os seguintes materiais de apoio a
aula:

Textos:

1. Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Aritmética”, F. Dutenhefner, L. Cadar.
http://www.obmep.org.br/docs/aritmetica.pdf

2. Livro “Circulos de Matematica da OBMEP”- volume 1: Primeiros passos em
Combinatdria, Aritmética e Algebra — Bruno Holanda e Emiliano Chagas

Materiais do Portal da Matematica:

1. Portal da Matematica - 82 Ano do Ensino Fundamental - Mddulo “Numeros
Naturais: Contagem, Divisibilidade e Teorema da Divisao Euclidiana”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=33) — Videoaula:
“Teorema da Divisdo Euclidiana”.

II) Para o assunto “fenémenos periddicos: padrées numéricos”, sugerimos o0s
seguintes materiais de apoio a aula:

Textos:

1. Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Aritmética”, F. Dutenhefner, L. Cadar.
http://www.obmep.org.br/docs/aritmetica.pdf

2. Livro “Circulos de Matemdtica da OBMEP”- volume 1: Primeiros passos em
Combinatdria, Aritmética e Algebra — Bruno Holanda e Emiliano Chagas.

Pagina 16 de 26



http://www.obmep.org.br/docs/aritmetica.pdf
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=33
http://www.obmep.org.br/docs/aritmetica.pdf

Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 — ciclo 1 — Encontro 2
ENUNCIADOS

Exercicio 1. Efetue a divisdo euclidiana nos casos que seguem, identificando os restos:
a)de-43por3; b)ded3por3; c)de-1453 por 10000.

Exercicio 2. Sabe-se que 503 e 418 deixam restos 7 e 2 quando divididos por 8,
respectivamente. Quais sdo os restos das divisdes de (503 + 418) e (503 x 418) por 8?

Qual é o resto da divisdo de (503 — 418) por 8?

Exercicio 3. O dobro de um numero, quando dividido por 5, deixa resto 1. Qual é o

resto da divisdo deste nimero por 5?

Exercicio 4. Observe que no tabuleiro 4 x 4 as duas diagonais

cortam 8 quadradinhos. Ja no tabuleiro 5 x 5, as duas
diagonais cortam 9 quadradinhos. Em qual tabuleiro as
diagonais cortam 77 quadradinhos?

(A) 35 x 35
(B) 36 x 36
(C) 37x37
(D) 38 x 38
(E) 39x 39

Exercicio 5. Distribuimos os nUmeros inteiros
colunas, conforme o seguinte padrao.

A B L& (3] E
1

2 3

4 5 (5

7 = 9 1o

LR 12 I3 14 15
16

i s

19 20 21

22 23 24 25

26 27 28 29 30
31

32 33

4x4

ax5

positivos em uma tabela com cinco

Continuando a preencher a tabela desta maneira, qual sera a coluna ocupada pelo

numero 20057
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(A) Coluna A
(B) Coluna B
(C) Coluna C
(D) Coluna D
(E) Coluna E

Exercicio 6. Qual é o algarismo da unidade do nimero 3" +3% +3° +3% +...+ 3?93,

Exercicio 7. Todo termo de uma sequéncia, a partir do segundo, é igual a soma do
anterior com a soma de seus algarismos. Os primeiros elementos da sequéncia sdo 1,
2,4,8,16, 23, 28, 38, 49, ...

E possivel que 793210041 pertenca a essa sequéncia?

Sugestao: Analise os restos dos
numeros da sequéncia quando sao
divididos por 3.

Fatos que Ajudam: Um namero e
a soma de seus algarismos deixam
o mesmo resto quando divididos
por 3.

Exercicio 8. Qual é o resto da divisdo de 1x2x3x4x...x2011+21 por 8?

Exercicio 9. Com pecas no formado de quadrados e triangulos equilateros coladas lado
a lado, podemos formar uma faixa horizontal muito cumprida. A faixa é construida
passo a passo, com a adicdao de uma peca em cada passo, comegando com a pega 1,
depois a pec¢a 2, em seguida a peca 3, e a pega 4, e assim por diante, de acordo com a
numeracgao ilustrada a seguir.

(a) Se em uma dessas faixas foram utilizados exatamente 2075 triangulos
equildteros, qual é a quantidade total de quadrados na faixa?

(b) E se fosse ao contrdrio. Quantos triangulos equildteros existem na faixa que
contem exatamente 2075 quadrados?
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Exercicio 10. Gustavo fez uma tira com 300 hexagonos, fixando-os pelos lados comuns
com um adesivo redondo, como na figura. Quantos adesivos ele usou?

Exercicio 11. Lucinda manchou com tinta dois algarismos em uma conta que ela tinha
feito, como mostra a figura. Qual foi o menor dos algarismos manchados?

2?0 E_ 2
3,124
20

40
0

Exercicio 12. Os 535 alunos e os professores de uma escola fizeram um passeio de
Onibus. Os 6nibus, com capacidade para 46 passageiros cada, ficaram lotados. Em cada
Onibus havia um ou dois professores. Em quantos 6nibus havia dois professores?
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Lista de Exercicios — ONE 2018 — N2 — ciclo 1 — Encontro 2
SOLUCOES e COMENTARIOS

Solugao do Exercicio 1.
O algoritmo da divisdo estabelece que dados dois inteiros a e b, com a positivo e ndo

nulo, entdo existe um Unico par de inteiros g (quociente) e r (resto) tal que

b=ag+r,com 0<r <a.Assim, a condicdo que limita a variacdo do resto r impde uma
condicdo de este seja ndo negativo. Logo,

a) -43 = 3. (-15) + 2, entdo o resto é 2;
b)43=3.14+1,entdooresto é 1;

c) -1453 = 10000. (-1) + 8547, entdo o resto é 8547.

Solugdo do Exercicio 2.
Este exercicio encontra-se na apostila “Encontros de Aritmética”, pagina 44.

Observe que 503 =8qg+ 7 e 418 = 8k +2, com g e k inteiros. Logo,
503 + 418 = 8 (g+k+1) +1, ou seja, o resto da divisdo desse nimero por 8 é 1;

503 x 418 = (89 + 7) x (8k+2), efetuando as distributivas e associando
convenientemente segue que 503 x 418 = 8 {q(8k+2) + 7k + 1} + 6, ou seja, o resto da
divisdo desse niumero por 8 é 6;

503 -418 = (8q + 7) - (8k+2) = 8(g-k) + 5, ou seja, o resto desse niumero por 8 é 5.

Observe que a unicidade do resto é preponderante em todos os casos.

Solugdo do Exercicio 3.

Existem duas solugdes apresentadas na apostila PIC da OBMEP “Encontros de
Aritmética”,  Francisco  Dutenhefner e  Luciana  Cadar, pagina  61:
http://www.obmep.org.br/docs/aritmetica.pdf . Entendemos ser interessante discutir
essas duas solugdes com os alunos. A seguir destacamos o que se encontra presente
na Apostila citada:
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(Banco de Questdes 2010, nivel 1, problema 224) O dobro
de um mimero, quando dividido por 5, deixa resto 1. Qual é o resto da
divisdo deste niimero por 57

Solicio 1. O dobro do niimero procurado é um miltiplo de 5 acrescido
de 1. Como os miiltiplos de 5 terminam em 0 ou 5, o dobro termina em
1 ou 6. Mas o dobro é um mimero par, logo termina em 6. Assim, o

mimero termina em 3 ou 8 e, portanto, dividido por 5, deixa resto 3.

Solucdo 2. Sabemos que o mimero inteiro n procurado satisfaz 2n =
om+ 1, para algum inteiro m. Entdo o produto 5m = 2n—1 de 5 por m
é impar, o que implica que m é impar. Assim, m = 2k + 1, para algum
inteiro k e, portanto,

n=>5m+1=>52k+1)+1=10k+6 = 2(5k + 3),

ou seja, n = bk + 3 deixa resto 3 na divisdo por 5.

Solugdo do Exercicio 4.
(Prova 12 Fase 2008 - Nivel 1 - Questdo 15)

Num tabuleiro quadrado n x n, cada diagonal corta n quadradinhos. Por causa da
simetria dos tabuleiros quadrados, temos dois casos:

(i) se n é par (por exemplo, no tabuleiro 4 x 4) as duas diagonais se cortam num vértice
(o vértice central). Nesse caso as duas diagonais cortam exatamente n + n = 2n
guadradinhos.

(ii) se n é impar (por exemplo, no tabuleiro 5 x 5) as duas diagonais se cortam no
centro de um quadradinho (o quadradinho central). Nesse caso o quadradinho central
é cortado duas vezes, uma por cada diagonal. Logo, as duas diagonais cortam no total
n+n-1=2n-1quadradinhos.

Se o numero de quadradinhos cortados pelas diagonais em um tabuleiro nxn é 77,
temos duas possibilidades. A primeira é n par, mas aqui teriamos 77 = 2n, o que nao
pode acontecer pois 77 é impar. Resta entdo a possibilidade n impar, quando temos 77
=2n-1. Logo, n=39 e o0 nosso tabuleiro é 39 x 39.
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Solugao do Exercicio 5.
( Prova 12 Fase 2005 - Nivel 2 - Questéo 16)

Como o padrao de distribuicdo dos nimeros pelas colunas se repete de 15 em 15, na
coluna E estardo os multiplos de 15. O algoritmo da divisdo nos diz que 2005 =133 x 15
+ 10 =1995 + 10. Logo 1995 ocupara a coluna E, e para alcancarmos 2005 faltam mais
10 numeros (de 1996 a 2005) para serem colocados na tabela. Colocando esses
numeros na tabela de acordo com o padrdo, verificamos que 2005 ocupard a coluna D.

A B c D E
1985

1996

1897 | 1998

1999 | 2000 2001

2002 | 2003 2004 2005

Solugdo do Exercicio 6.
(Banco de Questoes 2013 — N1Q4 — pagina 14)

Aproveite este exercicio para relembrar o algoritmo da soma de numeros naturais:
escrevemos um numero embaixo do outro, unidade em baixo de unidade, dezena
embaixo de dezena, centena embaixo de centena, etc. Primeiro somamos todos os
algarismos da casa da unidade. Deixamos o Ultimo algarismo desta soma embaixo e
mandamos o restante para cima. E dai, repetimos o procedimento para os algarismos
da casa das dezenas, das centenas, etc.

Para calcular o algarismo da casa da unidade da soma 3'+3°+3°+3% +...4 3%,
precisamos saber qual é o algarismo da casa da unidade de cada parcela da soma. As
primeiras poténcias de 3 sdo

3'=3 cujo ultimo algarismos é 3.
3% = cujo ultimo algarismos é 9.
3P =27 cujo ultimo algarismos é 7.
3* =81 cujo ultimo algarismos é 1.
3° =243 cujo ultimo algarismos é 3.
3% =729 cujo ultimo algarismos é 9.

3" =2187 cujo ultimo algarismos é 7.
3% =6561 cujo ultimo algarismos é 1.
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Dai ja podemos notar que a cada quatro poténcias de 3, os algarismos das unidades se
repetem (sempre 3,9, 7 e 1, nessa ordem). Somando esses quatro nimeros obtemos
3+9+7+1=20. Como 20 termina em zero, essa soma ndo afeta o algarismo da
unidade, porque somar um numero que termina em zero com outro nimero nao
altera o algarismo da unidade desse ultimo numero.

Assim precisamos apenas saber quantos conjuntos de 4 dessas somas temos na soma
desejada, que é 3' +3? +3° +3* +...4+3%"%, Dividindo 2013 por 4 obtemos quociente
503 e resto 1. Assim, somando as casas das unidades de cada parcela da soma
desejada, encontramos 503 somas do tipo 3+9+ 7 +1=20 e mais uma parcela igual a
3. Isso implica que o algarismo da unidade da soma desejada é igual a 3.

Solugdo do Exercicio 7.
(Banco de questdes da OBMEP 2011 — Problema 9 — N1)

Segundo o que foi informado, um ndmero e a soma de seus algarismos deixam o mesmo resto
guando divididos por 3. Assim, se um numero deixa resto 1 na divisdo por 3, entdo esse
numero mais a soma de seus algarismos deixa resto 2 na divisdo por 3, e se o nimero deixa
resto dois, entdo a soma dele com a soma de seus algarismos deixa resto 1 porque 2 + 2 =4
deixa resto 1. Calculando os restos da sequéncia quando dividimos por 3, obtemos uma nova
sequéncia

1,2,1,21,..,

isto é, uma sequéncia periddica, em que aparecem unicamente os restos 1 e 2. Portanto, todos
os numeros da sequéncia apresentada ndo sdo divisiveis por 3. Por outro lado, observe que a
soma dos algarismos de 793210041 é igual a 27 (divisivel por 3), entdo 793210041 é divisivel
por 3, consequentemente ele ndo pertence a sequéncia.

Solugao do Exercicio 8.
(Prova 1* Fase 2011 -Nivel 2 — Questao 02)

Queremos dividir 1x2x3x4x..x2011+21 = 1x2x3x4x...x2011+16+5 por 8. Como as duas
primeiras parcelas do lado direito dessa expressdao sdao multiplos de 8, sua soma
também é multiplo de 8. Portanto, o resto da divisdo desse niumero por 8 é 5.

Solugdo do Exercicio 9.

(a) Observe que a figura dada no enunciado tem alguma espécie de simetria, algo que
se repete de tempos em tempos. Neste tipo de questao, quando percebemos uma
repeticdo, algo periddico, precisamos encontrar esse padrao que fica se repetindo
infinitamente. Observe que, neste exercicio, para fazer uma faixa, basta copiarmos
lado-a-lado a figura padrdao a seguir formada por 8 pecgas: 4 quadrados e 4
triangulos equilateros.
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(b)

Como cada figura padrao possui 4 triangulos equilateros, devemos dividir 2075 por
4 obtendo 2075=4x518+3. Isso significa que para fazer uma figura com 2075
tridngulos, precisamos de 518 dessas figuras padrdao completas (totalizando
8x518 =4144 pecas) e de mais 3 pecas triangulares da 5192 figura padrdo. Para
acrescentar trés tridngulos nesta ultima figura padrdo, precisamos de quatro
quadrados (veja figura a seguir da 5192 figura padrdo desta faixa)

oI
R

5192 figura padrdo

Portanto a faixa que possui exatamente 2075 triangulos possui 4x518+4 = 2076
quadrados e, portanto, 2075+2076=4151 pecas ao todo. Esta faixa termina como
estd ilustrada na figura anterior.

De modo andlogo, se a faixa possui exatamente 2075 quadrados, entdo esta faixa
possui 518 figuras padrdao completas e mais 3 quadrados na 5192 figura padrao.
Esta ultima figura padrao estd incompleta: ela possui trés quadrados e dois
triangulos. (veja figura a seguir)
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4148

5192 figura padrio

Portanto a faixa que possui exatamente 2075 quadrados possui 4x518+ 2 = 2074
triangulos e, portanto, 2075+2074=4149 pegas ao todo. Esta faixa termina como
esta ilustrada na figura anterior.

Solugdo do Exercicio 10.
(OBMEP 2014 — 12 fase — N1Q18)

(Primeira solucdo) Para fixar o trio de hexagonos 1-2-3, Gustavo usou trés adesivos. O
mesmo ocorreu para fixar os demais noventa e nove trios de hexagonos: 4-5-6, 7-8-9,
10-11-12, ..., 298-299-300. Como sao 100 trios e 3 adesivos para cada trio, Gustavo
usou 100x 3 =300 adesivos nessa montagem de trios.

Agora, para fixar um trio no outro, Gustavo usou dois adesivos. Como o primeiro trio
nao precisou ser fixado a ninguém, Gustavo usou entdo 99x2 =198 adesivos para
juntar um trio no outro. No total, ele usou 300+198 = 498 adesivos.

(Segunda solugdo) Para fixar os quatro primeiros hexagonos 1-2-3-4, Gustavo usou
cinco adesivos. Na sequéncia, para fixar os adesivos 4-5-6-7, Gustavo também usou
cinco adesivos. Isso segue até o final da figura montada pelo Gustavo, com excecdo da
ultima sequéncia em que sdo usados 2 cartdes a menos. Como temos 300 cartdes,
temos 100 desses conjuntos de quatro cartdes, lembrando que no ultimo desses
conjuntos sdao usados apensas 3 cartdes. Dai concluimos que foram usados
100x5—2 =498 adesivos (ou 99x5+3=498).
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Solugdo do Exercicio 11.
( Prova 12 Fase 2008 - Nivel 1 - Questdo 3)

A figura mostra que quando dividimos 25 pelo diviso r, o quociente é 3 e o resto é 1.

. . . 25
Logo o divisor é 8, que é um dos algarismos manchados. Como gz 3,125 segue que

o outro algarismo manchado foi 0 5, que é o menor dos algarismos manchados.

Solugdo do Exercicio 12.
(Prova 12 Fase 2008 -Nivel 2 — Questdo 13)

Como 535 =11 x 46 + 29, vemos que 11 Onibus sdo insuficientes para o passeio. Por
outro lado, de 13 x 46 = 598 vemos que se o numero de Onibus fosse maior ou igual a
13 o numero de professores seria no minimo 598 - 535 = 63, o0 que ndo é possivel pois
em cada 6nibus hd no maximo 2 professores. Logo o passeio foi feito com 12 6nibus e
o numero de professores é 12 x 46 - 535 = 17. Como cada Onibus tem 1 ou 2
professores e 17 dividido por 12 tem quociente 1 e resto 5, concluimos que o nimero
de 6nibus com 2 professores é 5.

— FIM -

Pagina 26 de 26



