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Numeros Complexos - Forma Algébrica
Divisdo e conjugado de um niimero complexo na forma
algébrica

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Considere o modelo:
241 (24+1i)(3+1)
1-—3i (3—1)(3+1)
_ 5+5i
N 10
= 1/2+1i/2.

Determine a forma algébrica dos seguintes niimeros comple-
X0S:

a) z=1/(3+2i).
b) z=i/(1+i).
Q) z = (846i)/(3+i).

Exercicio 2. Escreva na forma algébrica os conjugados dos
seguintes niimeros complexos:

a) z=3+2
b) z=1/(1+1)
) z=(1+1i)?

Exercicio 3. Determine o valor das expressoes algébricas

(243

a) (1+1)'(1+4i>
py 2Hi, 243
1+7 144

0 15+ 8i 241
3+2i 441
Exercicio 4. Sea=1+2i,b=2—ie

o ntiimero complexo c.

a

+ ? = 0, determine
b ¢

Exercicio 5. Determine, na forma algébrica, os ntiimeros
complexos z que satisfazem o sistema:

z+2zZ=6—3i

2z4+3z=10—-3i

+2t .
- seja real.
24 ai
Exercicio 7. Se a e d sdo reais, encontre o valor de ad sa-
bendo que

Exercicio 6. Determine 2 de modo que z =

a+i

T 1xdi

¢ um imaginério puro.
Exercicio 8. Encontre a forma algébrica dos seguintes
nimeros complexos

1+i

(1—1)%
il 48
0 —1°
(1+1)?
(2+41) "

(@)

(b)

(©)

Exercicio 9. Encontre o valor de

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 10. Determine os nlimeros complexos z tais que

4 4

El—
1—i+1+i

Exercicio 11. Se x> +y? = 1, determine a forma algébrica
do ntimero complexo

1+x+iy
1+x—iy
Exercicio 12. Calcule

Z_5+5i 20
T 3—4i  4+43i

- (1+1)" ) L
Exercicio 13. Calcule A2 em que n é um inteiro
positivo.

1—i)°—1
Exercicio 14. Encontre o valor de —%
(I+i)p+1
141t
Exercicio 15. Encontre o valor de —ﬂ
1—itga

Exercicio 16. Determine o conjugado do nimero complexo
z=(1- i’l)’1
Exercicio 17. A forma algébrica do niimero complexo z =

1+3i

27— ¢

a)1/2—-3i  b)5/3+7i/3 <o —1/5+7i/5 d)
—1/5+7i € 3/5+4i/5

Exercicio 18. Resolva a equagdo |z| +z =2+
Exercicio 19. Calcule

14 16+ 1-i\®
1—i 1+i) -

3 Exercicios de Aprofundamento e de

Exames
Exercicio 20. Lembrando que |z|> = z-Z, prove que se
~ 21tz
= =1 —1, entdo w =
|z1| || e z1zp # entdo T é um

namero real.

Exercicio 21. Sejaz € C, com |z| = 1. Determine o valor da

o |1—-zw
expressao

z—w |
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Exercicio 22. Calcule 100 4 ;80 4 ;30

Exercicio 23. Resolva a equacéo z° = 18 + 26i, em que z =
x + yi com x e y inteiros.

Exercicio 24. Seja a um ntimero real positivo e considere

1
-1
z

Encontre os valores minimo e maximo de |z| quando z € M.

M—{ZEC*:

Exercicio 25. Sejam p e g dois niimeros complexos com
q # 0. Prove que se as raizes da equagdo quadrética x? +
px 4+ q = 0 possuem o mesmo valor absoluto, entdo p/g é
um numero real.

Exercicio 26. Encontre todos os ntimeros complexos z tais

que 22 =7z

Exercicio 27. O conjunto soluc¢do da equagdo
Z+((2)?=0

é representado no plano complexo por:

a) duas retas perpendiculares.

b) uma elipse.

¢) uma hipérbole.

d) duas retas.
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Respostas e Solugdes. 3.
1 a)
(@) 2+3i (2 +3i)(1 — 4i)
1+41)- - = 40| —F =
1 5o a+0-(55) = o0 (aa )
zZ = . .
3421 3—-2i — (14i 14 -5i
. 3-2i ( ) 17
9 (2i)2 _19-9i
_ 3 = 19%7 9i/17
- 13 - o
= 3/13-2i/13
b)
() 240 243 (2+i)(1—i)  (2+30)(1 - 4i)
11— 1+ 1+4i (I+0)(1—1d)  (1+4i)(1—4i)
f T It 1o . 3—i  14-5i
1 2 17
o122 51 —17i+28—10i
11— B 34
2 = 79/34—27i/34
= 1/2—-i/2
4. Seja ¢ = x + iy, entdo
(c) a _é
8+6i 3—i b c
_ (846i)(3—1i) 2—i x+yi
= 9— (i)2 (1+2)(x+yi) = —(2-1)(2-1)
30+ 10: (x=2y)+(2x+y)i = —5+4i
N 10
= 341 Portanto,
2. x—2y=-5
a)z=3-2i 2x+y=4
b) A solugdo do sistema é (x,y) = (3/5,14/5) e assim ¢ =
1 3/5+14i/5.
z = ;
1+i 5. Multiplicando a segunda equagédo por 2 e subtraindo dela
I o triplo da primeira, obtemos
1+i
_ 1 z = 4z-3z
1—i ’ = 2(10—3i) —3(6 — 3i)
N L = 243
(1—-i)(1+1)
141 6. Para que z seja real, devemos ter z = z, ou seja,
2 ) )
= 1/2+i/2 1+ 1z
2+ ai 2 —ai
(1+2i)(2—ai) = (1—2i)(2+ai)
(242a)+ @4 —a)i = (2+2a)+ (a—4)i
z (141)?
= (1+ j)2 Portanto,
= (1-ip 2423 =2+2a
= 1-2i+1#
— 97 4—a=a—-4
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Analisando as duas equagdes, obtemos a solugdo a = 4. 9.
N9 N9 N7
Outra solugdo: Para que a fragdo seja real, o numerador (1+ 1)7 = (1+ %)7(1 - 1)7
deve ser um mdiltiplo real do denominador, ou seja, 1 4 2i = (1-1) (1—=9)7(1+1)
k(2 + ai), com k € R Portanto, _ (1+i)te
[T+ (=0
[(1+0)*)®
1=2k = S
2 =ak = (208
=
2i8
Assim, k=1/2ea=2/k =4. ’
L s _ . 10.
7. Como z é imagindrio puro, z = —Zz. Dai,
z z
. . = 1
a+i a—i -1 1+i
1+di 1—di 2(1+1) +2(1-1) 1=+
(a+i)(1—di) = (a—i)(1+di) 2z = 2
(a+d)+(1—ad)i = (a+d)+ (ad—1)i z 1.
11.
Portanto 1 —ad = ad — 1, ou seja, 2 = 2ad e ad = 1.
I+x+iy _ (I+x+iy)(1+x+iy)
5 1+x—iy (1+x—iy)(1+x+1iy)
_ (1+x)2+2(1 +x)yi — y?
(@) (1+x)2+12
(4 x)?+2(1+x)yi — P
1+i  14i - (1+2x +22) + 12
(1—1)? —2i () 21+ x)yi — P
_ A+ B 2(1+x)
12 1 o (+x)2—y?  2(14x)yi
_ _2+’ T 201+ 2(1+x)
2_.2
= —1/24i/2. A7y | i
2(1+4x)
(b) Sabemos que i* =1 12.
5+5i 20  (5+5i)(3+4i) 20(4 — 3i)
i+ ()R + () 3-4i  4+3i  (3—4i)(3+4i)  (4+3i)(4—3i)
0 —1 (%)% 5435 80— 60i
_ 1+ B 5 %
1 _ 75-25i
- 0. o 25
= 3—-1i
(© 13.
(1+4)" (1+i)"(1+i)"2
. 2 . ,2
<12+ D7 _ 1424 +221 ti 1 _ 2 1 —)2(1+ )2
+1 o’ +1 - (1+i)2n72
= 5 (FEIe=)
o 2i2—i) _ @+t
2+0)(2-1) 2n—2
2+ 4i _ eyt
= 5 - on—2
= 2/5+4i/5. = 2i" L
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14. Note que

(21—

1+i* =

Assim,

(1—-i)P® -1

ETET

15.

14itga
1—itga

—4(1—i)—1
41 +i)+1

~5+4i
34
(=5 + 4i)(—3 + 4i)
(—3 — 4i)(—3+ 4i)
—1—32i

25
= 1/25+32/25.

cosa +isenw
cosx —isena
(cosa +isena)(cosa +isena)

(cosw —isena)(cosa +isenw)

2 _ sena? + 2 cosa sen ai

cos a2 + sen a2

cos

= —cos2a — sen2aui.

16. Como i = —1, segue que i ' = —i. Dai,

zZ

17.

Resposta C.

18. Sejaz = x+yi. A

= (1-iH™!
= (1-(=))~"
1

1+i

1-i

(1+i)(1—1)
1-i

2

= 1/2-i/2.

1+3i
2—1
(1+3i)(2+1)
2—)(2+1)
147
5

= —-1/5+7i/5.

equacdo é equivalente a

VX2 + 2+ (x4 yi) =241

Analisando a parte real e imaginaria de cada membro da
equagdo, temos

VX2 +yP+x=2

y=1

Substituindo o valor de y na primeira equagdo, temos

x2+1 =2—x, ou seja, x> +1 = 4 —4x + x>, Assim,
4x =3 ex=3/4. Logo,z=3/4+1. E f4cil verificar que ele
satisfaz a equagao.

19. Note que
(1 - [(1—0)%?
= [-2i?
= —4
1+ = 1-0)?
= (1-1i)*
—4.
Dai,
1+i16+ 1-i\®
1—i 1+ N
[(A+)%*  [a=D% _
(A= (@ +)4r
—4)t (-4
(-4 (4 _
(4 " (ot
1+1. = 2
20. Devemos provar que w = w. Basta que:
Z1+2zp z1+ 27
1+ 2127 - 14 z129
Z1 +2p
1+z1-25
Como |z1] = |z2| = 1, segue que z1 = 1/z1 e Z; = 1/z5. Dai,
Zi+z  1/zi+1/z
1+71 2, 14+1/z1-1/2
Z1 + 22
_ _=nzm
z1zp + 1
2127
1t 22
z12p + 1

Isso conclui a demonstragéo.

21. Adaptado do ITA) Como |z| = 1, seque que z = 1/z.
Portanto

w
_ 1—- =2
1—-zw _ z
zZ—w zZ—w

z—w 1

zZ—wW z

Assim,

z—w |z|

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



22. Lembrando que i* = 1, temos

ilOO +i80 +i30 (i4)25 + (i4)20 + (i4)7i2

= 124104177
= 2-1
1.

23. Pela expansao binomial, temos (x +yi)® = x> +3x?(yi) +

3x(yi)? + (yi)3. Separando a parte real e imagindria, segue
3 —3xy> = 18
¥ty —y® = 26

A partir das equagdes anteriores, temos
18(3x%y — y°) = 26(x° — 3xy?).

Seja y/x = t e assim 18(3t — t3) = 26(1 — 3t?). Fatorando a
expressdo anterior, temos

(3t —1)(3t> — 12t — 13) = 0.
A tnica solugdo racional é t = 1/3. Substituindo x = 3y

nas equacg0es anteriores, encontramos x = 3 e y = 1. Assim,
z=23+1i

1
24. Elevando ambos os lados da igualdade |z + z’ =1,
obtemos
2
12 = |z+-=
z
(F+2) ()
= zZ+ = zZ+ -
z z
2422 1
e
21> |z
lz|* 4+ (z+2)2 - 2|z]2 + 1
2>
Portanto,
lz[* =3z +1 = —(z+2)?
< 0
3—-v5 3 5
Consequentemente, |z|? € | 2\[, +2f] Assim,
il e [—1+\@ 1+\@}
2 T2
, -1 ' 1 j
E fAcil verificar que z = (_.—7\/5)1 ez = ﬂ fazem

parte de M e produzem os extremos do intervalo anterior

1++5 —1++/5
2 2

para |z|. Dai, max|z| = e min|z| =

25. (Extraido da Olimpiada Romena) Sejam x; e x; sdo as

raizes da equagdo e r = |x1| = |x2|. Entdo
2 2
pm _ (atx)
42 X1X2
X1, X2
= 24242
X2 *
X1X2 | XoX1
= 7 Tz t2
r r

2 _
= 2+ r—zRe(xlxz)

¢ um numero real. Além disso,

Re(x1x2) > —[x120| = =12

p

2
Dai, Z—z > (0 e assim, — é um nimero real.
26. Seja z = x +iy. A equacdo é equivalente a

2

z- =z
(x+yi)? = x+tyi
Xy F2xyi = x—yi
Portanto
-2 =x
2xy = —y

Sey # 0, temos 2x = —1 e assim y?> = x> —x = —1/2. As
raizes sdo x; = iv/3/2 e x, = —i\/3/2. Nesse caso, temos
duas solugdes z = —1/2 + iv3/2ez=—1/2—1iv3/2. Se
y =0, x> = x e as solugdes sdo x = 0 e x = 1. As duas novas
solugbes sdoz =0ez = 1.

27. Se z = x + iy, entdo
Z+(2)? = (x+yi)+ (x—yi)
= (& +2xyi —y?) + (¥ = 2xyi — )
= 2(x* —1?).

Portanto x? — y? = 0. Dai,

2 o= P
x = =Ly
Asretas y = x e y = —x sdo as bissetrizes dos quadrantes do

plano cartesiano e, consequentemente, sao ortogonais. Assim,
a resposta € a alternativa A.
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