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Geometria Espacial I - Fundamentos
Pontos, Retas e Planos.

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Determine quais das situagdes abaixo neces-
sariamente determinam um tnico plano.

a) trés pontos distintos.

b) uma reta e um ponto.

¢) duas retas concorrentes.

d) duas retas paralelas.

e) duas retas.

Exercicio 2. Classifique em verdadeiro ou falso.
a) duas retas sdo coplanares ou sdo reversas.

b) duas retas concorrentes tém um tinico ponto em co-
mum.

¢) duas retas coplanares sdo paralelas ou concorrentes.
d) duas retas distintas ndo paralelas sdo reversas.
e) duas retas concorretes sdo coplanares.

Exercicio 3. Observe o cubo da figura abaixo e classifi-
que as retas dadas em concorrentes, paralelas ou reversas.
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a) ABe CD.
4 <
b) ABe GH.
< 4
c) BF e FG.
< x4
d) FE e CG.
4 <
e) AGe FC.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 4. Observe a piramide regular quadrangular
abaixo e responda:

a) quais sdo os planos que podem ser tragados usando
os vértices da pirdmide, ou seja, que passam por pelo
menos trés vértices?

b) quantas retas podem ser tracadas usando os vértices
da pirdmide, ou seja, que passam pelo menos por dois
vértices?

<~ d
¢) qual a posicdo relativa das retas AB e CD?

<~ hud
d) qual a posigdo relativa das retas AB e CB?

<~ <~
e) qual a posigdo relativa das retas AB e CE?

Exercicio 5. A figura abaixo representa uma mesa, cujo
tampo é perpendicular as pernas que, por sua vez, sdo
perpendiculares ao solo. Responda:

F G

a) qual a posicdo relativa das retas que contém as pernas?

b) qual a posicdo relativa entre as retas que contém as
pernas e o plano que contém o tampo?

¢) qual a posigdo relativa entre a reta que contém uma
régua, deixada sobre o tampo, e as retas que contém
as pernas?
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Exercicio 6. Num plano « ha duas retas, AB e CD, con-

correntes num ponto O. Fora de « hd um ponto P. Qual é
a intersegdo dos planos p = (PAB) e A = (PCD)?
Exercicio 7. Uma sala tem formato de um parale-
lepipedo reto-retangulo, cujas dimensdes sao 3m de altura,
4m de comprimento e 4m de largura. Deseja-se colocar
uma lampada, presa por uma haste ao teto, de maneira
que a distancia até os quatro cantos seja de 4m. A que
distancia essa lampada ficara do teto?

Exercicio 8. Determine o dngulo formado por duas ares-
tas opostas de um tetraedro regular.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 9. Os trlangulos ndo coplanares ABC e DEF
<~
sdo tais que as retas AB e DE sédo concorrentes em O; AC
<~ < And
e DF sdo concorrentes em P; BC e EF sdo concorrentes

em R. Prove que O, P e R sdo colineares.

Exercicio 10. Como calcular o angulo formado por uma
face lateral e a base de uma pirdmide regular quadrangu-
lar?

Exercicio 11. Determine a distdncia entre duas arestas
opostas de um tetraedro regular cuja medida de cada
aresta é 10cm.

Exercicio 12. O sdélido geométrico abaixo é formado pela
justaposi¢do de um bloco retangular e um prisma, reto,
com uma face em comum. Na figura estdo indicados os
vértices, tanto do bloco quanto do prisma. Considere os

segumtes pares de retas deﬁmdas por pontos dessa figura:
<~ <~ <

LB e GE; AG e HI e AD e GK As posigdes relativas
desses pares de retas sdo, respectlvamente,

a) concorrentes; reversas; reversas.
b) reversas; reversas; paralelas.
c) concorrentes; reversas; paralelas.

d) reversas; concorrentes; reversas.

e) concorrentes; concorrentes; reversas.

Exercicio 13. As retas que contém os lados de um
tridngulo ABC interseptam um plano a nos pontos O,
P e R. Prove que O, P e R séo colineares.

Exercicio 14. No quadrado ABCD, sejam P e Q pontos
pertencentes aos lados BC e CD respectivamente, distintos
dos extremos, tais que BP = CQ. Consideram-se pontos
X eY, X # Y, pertencentes aos segmentos AP e AQ
respectivamente. Demonstre que, quaisquer que sejam X
e Y, existe um tridngulo cujos lados tém os comprimentos
dos segmentos BX, XY e DY.

A B

Imagine agora que os segmentos AP, PQ e AQ sdo marcas
de dobraduras no papel. Como BP = PE, QE = DQ e
AD = AB, podemos agora dobrar os tridngulos ao longo
desses segmentos e formar um tetraedro como indica a
figura abaixo.

Como X, Y e E sdo trés vértices em arestas distintas do
tetraedro, eles formam um tridngulo.

Comentario para Professores: O apelo fisico do uso
dobraduras tem como propésito tornar a solugdo mais
acessivel, natural e divertida para alunos jovens. Tal
operacao pode ser formalizada com o uso de isometrias
no espago.
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Respostas e Solugdes.
1.

a) Néo, pois caso 0s pontos sejam colineares eles ndo
determinardo um plano.

b) Ndo, pois caso o ponto pertenca a reta, eles ndo deter-
minardo um plano.

c) Sim.
d) Sim.

e) Nao, pois caso as retas sejam reversas nado existird
plano que as contenha.

2.

a) V.

b) V.

o V.

d) F. Podem ser concorrentes.
e) V.

3.

a) paralelas.

b) paralelas.

¢) concorrentes.
d) reversas.

e) reversas.

4.

a) (ABC), (ABE), (ACE), (ADE), (BCE), (BDE) e
(CDE).
b) Como nédo existem trés vértices colineares, o total de
51

— =10.

retas é Csp = 2131

¢) Paralelas.

d) Concorrentes.

e) Reversas.

5.

a) Paralelas.

b) As retas sdo secantes e perpendiculares ao plano.

c) A reta que contém a régua pode ser reversa as quatro
retas; pode ser reversa a trés e concorrente a uma; ou
pode ser reversa a duas e concorrente a duas.

\
C D Q
/\\
~
~
~
~

Os planos e A sdo distintos e P pertence a ambos. Como
<~ <
a intersecdo de AB e CD é o ponto O, entdo O pertence
<~
a f, pois pertence a AB, e também pertence a A, pois
4

pertence a CD. Assim, a intersecdo entre os planos S e A

-
é OP.
\“ B. > ~ N
\ \ ~
. - ~
~
~
a

7. (Extraido da Video Aula) Inicalmente temos a seguinte
figura.

F G
| |
B R e
1 J
: 3m
4m
4m L fam
A DS |
_-"E H
A 4m
A 4m D

Nomeando todos os vértices, observe que a projecao da
lampada, representada pelo ponto J, no plano do teto, é
o ponto I, que coincide com o centro do quadrado BCFG
(teto). Vamos agora projetar a lampada no solo (quadrado
ADHE), chamando esse ponto de K. Obtemos a seguinte
figura.
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Como JK é perpendicular ao plano do solo, o tridngulo
JKD é retangulo. Além disso, KD = Zﬁm, pois tem
a metade da medida da diagonal do quadrado da base.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos JK? + (21/2)? =
42, segue que JK = Zﬁm. Portanto, a distancia que a
lampada ficara do teto é 3 — 2v/2 2 17,15cm.

8. (Extraido da Video Aula) Vamos utilizar um cubo
para desenharmos esse tetraedro regular e facilitar a
visualizagao.

Analisando o tetraedro BGDE da figura, percebe-se que
BG esta contido no plano do quadrado BCGF, inclusive,
sendo sua diagonal. A projecdo da aresta oposta DE no
plano do quadrado BCGF ¢ a diagonal CF, ou seja, o
angulo entre BG e DE é igual ao angulo entre BG e CF,
que é 90°.

—_— -

9. Sendo a« = (ABC) e B = (DEF), temos que a
<~ <~
interse¢do entre AB e DE é o ponto O,entdo O pertence

<~ <~ <~ <~
a AB e DE. Se O pertence a AB e AB esta contida em «,
entdo O pertence a a. De forma anéloga, concluimos que
O também pertence a B. Analogamente, temos que P e R
também pertencentes a &« e 5. Como O, P e R pertencem
a intersecdo de dois planos distintos, que é uma reta, e
assim eles sdo colineares.

1

m

10. (Extraido da Video Aula) Para calcularmos o angulo
entre dois planos, basta calcular o &ngulo entre duas retas,
cada uma contida em um plano, perpendiculares a reta
de intersecdo desses planos. Vamos observar a figura
seguinte.
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Observando a figura, a reta de intersegdo entre a base
e uma das faces, BCE, contém BC. Marcando o ponto
médio F da aresta BC, temos que EF é perpendicular
a aresta BC, pois é altura do tridngulo is6sceles BCE.
Temos também que FG, sendo G o ponto médio de AD,
¢ perpendicular a BC, pois ¢é paralelo a AB, que, por sua
vez, é perpendicular a BC. Basta entéo calcular o angulo
entre EF e FG.

Projetando o vértice da pirdmide na base (ponto H), temos
o tridngulo retangulo EFH e o dngulo entre os planos
pode ser calculado fazendo a tangente de ZEFH, que é
igual a razdo entre a medida da altura da piramide e a
metade da medida do lado da base.

11. (Extraido da Video Aula) Vamos construir um tetrae-
dro a partir de um cubo, conforme a figura.

Para calcular a distancia entre BG e DE, basta calcularmos
a distancia entre dois planos paralelos, sendo cada um
dos segmentos pertencentes a um desses planos, ou seja,
a distancia entre os planos que contém as faces do cubo
BCGF e ADHE, que é exatamente a medida da aresta do
cubo. Como a aresta do tetraedro mede 10cm, a aresta do
cubo mede 5v/2cm, que é a distancia entre duas arestas
opostas de um tetraedro regular de aresta medindo 10cm.

a4 nd
12. (Extraido da EsPCEx - 2012) Como LB e GE sao

as diagonais de um paralelepipedo, elas se interseptam
<~ >

em um ponto, ou seja, sdo concorrentes; como AG e HI
estdo contidas no plano (AGC), mas ndo sdo paralelas,
entdo elas sdo concorrentes; como ndo existe plano que

<~ <~
contenha AD e GK, elas sdo reversas. Resposta E.

13. Vamos chamar de 8 o plano que contém o tridngulo
ABC, que nédo pode ser paralelo ao plano &, ou seja, « e
sdo concorrentes. Como O é o prolongamento de um lado
de ABC, O pertence ao plano «, mas também pertence
ao plano . Da mesma forma, P e R também pertencem
a ambos os planos, ou seja, os trés pontos estdo sobre a
intersecdo de dois planos e, portanto, sdo colineares.

14. (Extraido da Olimpiada Iberoamericana) Recorte o
tridangulo APQC e coloque-o virado formando o tridngulo
APEQ de modo que PE = QC e QE = PC. Formalmente
estamos construindo um tridngulo congruente ao incial.
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