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1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Determine o niimero pedido em cada um
dos itens abaixo.

a) O préoximo multiplo de 5 maior que 10.
b) O préximo miltiplo de 7 maior que 14.
¢) O préximo multiplo de 9 maior que 18.
d) O proximo multiplo de 11 maior que 33.

e) O préoximo mdltiplo de 13 maior que 39.

Exercicio 2.

a) Determine o maior mdltiplo de 5 menor que 12.
b) Determine o maior multiplo de 7 menor que 16.
c) Determine o maior mdltiplo de 9 menor que 20.
d) Determine o maior miltiplo de 11 menor que 36.

Exercicio 3. Em cada um dos exercicios abaixo, deter-
mine o menor multiplo positivo dos dois inteiros dados.

a) 7e19.
b) 7 e 13.
c) 5e?23.
d) 5e17.

Exercicio 4. Nos itens abaixo, determine o menor
ndmero primo maior que o inteiro dado.

(a) 20.
(b) 24.
(c) 28.
(d) 32.

Exercicio 5. Em cada um dos itens abaixo, determine o
maior divisor primo do inteiro dado.

a) 161?
b) 69?
c) 133?
d) 57?

Exercicio 6.

a) Determine a quantidade de niimeros primos do con-
junto {30,31,32,33,34,35}.

b) Determine a quantidade de nimeros primos do con-
junto {26,27,28,29,30,31}.

Exercicio 7. Para cada um conjuntos de inteiros positi-
vos abaixo, determine o menor multiplo comum deles.

a) 11,77 e 55.
b) 7,21e77.
¢) 5,10 e 55.
d) 3,6e2l.

Exercicio 8. Determine o nimero de divisores de cada
um dos inteiros abaixo

a) 36.
b) 324.
c) 500.

Exercicio 9.
24 x 75.

a) Determine o ntimero de divisores de

b) Determine o nimero de divisores de 10 x 15.

Exercicio 10. a) Determine o nimero maximo de fato-
res primos distintos de um ntimero que possui 1500
divisores positivos.

b) Determine o niimero maximo de fatores primos distin-

tos de um nimero que possui 60 divisores positivos.
Exercicio 11. Determine a quantidade maxima de intei-
ros positivos maiores que 1 cujo produto é 1500. Dica:
Lembre-se que todo inteiro maior que 1 possui pelo menos
um fator primo como um de seus divisores.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 12. a) Determine o numero de divisores
impares de 24 x 75.

b) Determine o ntimero de divisores impares de 400 x 15.

Exercicio 13.
22667

a) Qual o multiplo de 8 mais préximo de

b) Qual o miltiplo de 8 mais préximo de 2155?

¢) Qual o mdltiplo de 8 mais préximo de 1363?

Exercicio 14. Determine o valor do algarismo x para o
que o nimero de quatro algarismos 66x5 seja multiplo de
3e25

Exercicio 15. Determine o valor do algarismo x para o

que o nimero de quatro algarismos 65x5 seja miltiplo de
3e?25.
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Exercicio 16. Um inteiro e a soma dos seus algarismos
sempre deixam o mesmo resto na divido por 9.

a) Qual o resto que o ntimero 575 deixa na divisao por 9?
b) Qual o resto que o niimero 489 deixa na divisdo por 9?

Exercicio 17. Um inteiro e a soma dos seus algarismos
sempre deixam o mesmo resto na divisdo por 9. Qual o
miltiplo de 9 mais préximo de 535?

Exercicio 18. Segundo o critério de divisibilidade por 11
um ntimero deixa o mesmo resto por 11 que a soma dos
seus algarismos nas posi¢des de ordem impar subtraida
da soma de seus algarismos nas posi¢des de ordem par.
Por exemplo, como 3 +4 — 6 = 1 o ntmero 364 deixa
resto 1 na divisdo por 11. Determine o resto de 140 na
divisdo por 11.

Exercicio 19. Qual o mdltiplo de 125 mais préximo de
76557?

Exercicio 20. Qual o mdltiplo de 8 mais préximo de
2209?

Exercicio 21. Determine o menor valor do algarismo x
de modo que o ntiimero de quatro algarismos 532x seja
divisivel por 7

Exercicio 22. Qual o mdltiplo de 125 mais préximo de
7655?

Exercicio 23. Qual o maltiplo de 8 mais préximo de
22667

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 24. Encontre um ntimero natural N que, ao
ser dividido por 10, deixa resto 9, ao ser dividido por 9
deixa resto 8, e ao ser dividio por 8 deixa resto 7.

Exercicio 25. Qual o resto de n® + 21 na divisdo por 3?

Exercicio 26. Prove que, para cada n natural,
(n+1)(n+2)...(2n)

é divisivel por 2".
Exercicio 27. Cada um dos naturais 4, b, c e d é divisivel

por ab — cd, que também é um ndmero natural. Prove que
ab—cd =1.

Exercicio 28. A soma digital D(n) de um inteiro posi-
tivo n é definido recursivamente como segue:

n se 1<n<9,
D(n) =

D(ag+ay+...+ay) sen>9,

onde ag, a1, ...,a, sdo todos os digitos da expressao deci-
mal de n na base 10, i.e.,

1= ay10™ + a,_ 110" + ...+ 4,10 + a

Por exemplo, D(989) = D(26) = D(8) = 8. Prove que:
D((1234)n) = D(n), paran =1,2,3...
2m —

Exercicio 29. Prove que se
2212
2n —1
Exercicio 30. Qual é o maior inteiro n para o qual n% +

100 é divisivel por n + 10?

Exercicio 31. No planeta X, existem apenas dois tipos
de notas de dinheiro: $5 e $78. E possivel pagarmos
exatamente $7 por alguma mercadoria? E se as notas
fossem de $ 3 e $ 78?

Exercicio 32. Existe um bloco de 1000 inteiros consecu-
tivos ndo contendo nenhum primo?

é um inteiro, entao

também é um inteiro.

Exercicio 33. E possivel colocarmos 1995 nimeros natu-
rais ao redor de um circulo de modo que para quaisquer
dois niimeros vizinhos a razdo entre o maior e o menor
seja um numero primo?

Exercicio 34. Dados que p,p + 10 e p + 14 sdo nimeros
primos, encontre p.
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Respostas e Solugdes.
1.
a) Como 10 = 5 x 2 o préximo multiplo é 5 x 3 = 15
b) Como 14 =7 x 2 o préximo multiplo é 7 x 3 = 21
¢) Como 18 =9 x 2 o préximo multiplo é 9 x 3 = 27
d) Como 33 = 11 x 3 o préximo mdltiplo é 11 x 4 = 44
e) Como 39 = 13 x 3 o préximo mdiltiplo é 13 x 4 = 52
2.
a) Como 12 =5 x 2 4 2 o maior multiplo é 5 x 2 = 10
b) Como 16 =7 x 24 2 o maior multiplo é 7 x 2 = 14
c) Como 20 = 9 X 2+ 2 o maior multiplo é 9 x 2 = 18
d) Como 36 = 11 x 3 + 3 o maior multiplo é 11 x 3 = 33
3.

a) Como 7 e 19 sao nimeros primos, o menor multiplo
positivo é 133 = 7 x 19.

b) Como 7 e 13 sdo ntimeros primos, o menor miltiplo
positivo é 91 = 7 x 13.

¢) Como 5 e 23 sdo ntmeros primos, o0 menor multiplo
positivo é 115 = 5 x 23.

d) Como 5 e 17 sdo nimeros primos, 0 menor multiplo
positivo é 85 =5 x 17.

4.

(a) O menor ntmero primo maior que 20 é 23

(b) O menor niimero primo maior que 24 é 29

(c) O menor nimero primo maior que 28 é 29

(d) O menor ntimero primo maior que 32 é 37

5.

a) Como 161 = 23 x 7, o maior divisor primo é 23.
b) Como 69 = 23 x 3, o maior divisor primo é 23.
¢) Como 133 =19 x 7, o maior divisor primo é 19.
d) Como 57 =19 x 3, o maior divisor primo é 19.
6.

(@) O subconjunto dos ntimeros primos do conjunto men-
cionado ¢é {31}. Portanto a quantidade de niumeros
primos é 1.

(b) O subconjunto dos nimeros primos do conjunto
mencionado é {29,31}. Portanto a quantidade de
ndmeros primos é 2.

7.

a) Como os ultimos dois ntimeros sdo multiplos do pri-
meiro, temos MMC(11,77,55) = MMC(77,55) = 385.

b) Como os altimos dois ntimeros sdo multiplos do pri-
meiro, temos MMC(7,21,77) = MMC(21,77) = 231.

c) Como os ultimos dois nimeros sdo multiplos do pri-
meiro, temos MMC(5,10,55) = MMC(10,55) = 110.

d) Como os tltimos dois ntimeros sdo multiplos do pri-
meiro, temos MMC(3,6,21) = MMC(6,21) = 42.

8.

(@) Analisando a fatoracio do ntimero dado, 36 = 2232,
temos (2 +1)(2+4 1) =9 divisores.

(b) Analisando a fatoracdo do niimero dado, 324 = 2234,
temos (2+1)(4 + 1) = 15 divisores.

(¢) Analisando a fatoracdo do niimero dado, 500 = 2253,
temos (24 1)(3 + 1) = 12 divisores.

9.

a) Como 24 x 75 = 233252, temos (3+1)(2+1)(2+1) =
36 divisores.

b) Como 50 x 75 = 215431 temos (1+1)(4+1)(1+1) =
20 divisores.

10.

a) Como 1500 = 223'53, segue que tal ntimero de diviso-
res pode ser o produto de no maximo2+1+3 =6
numeros maiores que 1. Portanto, o nimero maximo
de fatores primos é 6

b) Como 60 = 223!5!, segue que tal ntimero de diviso-
res pode ser o produto de no maximo2+1+1 =4
numeros maiores que 1. Portanto, o nimero maximo
de fatores primos é 4

11. Como 1500 = 223!5% e cada inteiro maior que 1
possui pelo menos um fator primo, segue que 1500 é o
produto de no méximo 2 + 1+ 3 = 6 nimeros maiores
que 1. Além disso, a tinica forma de escrever 1500 como
produto de 6 niimeros maiores que 1 é multiplicar os seus
fatores primos (com a respectiva multiplicidade).

12.

a) Como 24 x 75 = 233252, 0s seus divisores impares
sdo exatamente os divisores de 3%252. Assim, temos
(24 1)(24+1) = 9 divisores.

b) Como 400 x 15 = 245331 os seus divisores impares
sdo exatamente os divisores de 5°31. Assim, temos
(3+1)(1+1) = 8 divisores.
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13.

a) O maltiplo de 8 mais préximo do niimero formado
pelos trés ultimos digitos de 2266 é 264. Portanto, o
ndmero procurado é 2264.

b) O miuiltiplo de 8 mais préximo do niimero formado
pelos trés ultimos digitos de 2155 é 152. Portanto, o
nuimero procurado é 2152.

¢) O maltiplo de 8 mais préximo do niimero formado
pelos trés dltimos digitos de 1363 é 360. Portanto, o
nuimero procurado é 1360.

14. Para que um numero seja multiplo de 3 a soma dos
seus digitos também deve ser um madltiplo de 3. Assim,
os possiveis valores para x sdo 147. Como os dois ultimos
digitos devem formar um mdltiplo de 25, devemos ter
x=7.

15. Para que um ntumero seja multiplo de 3 a soma dos
seus digitos também deve ser um multiplo de 3. Assim,
0s possiveis valores para x sdo 258. Como os dois tltimos
digitos devem formar um mdltiplo de 25, devemos ter
x=2.

16.

a) Como a soma dos digitos é 17, o resto na divisdo por 9
és8

b) Como a soma dos digitos é 21, o resto na divisdo por 9
é3
17. Como a soma dos digitos é 13 o resto na divisdo

por 9 é 4. Portanto, o multiplo de 9 mais préximo é o
535 — 4 = 531.

18. A soma dos algarismos de ordem impar subtraida
da soma dos algarismos de ordem par é —3. Portanto, o
resto na divisdo por 11 é 8.

19. O multiplo de 125 mais préximo do nimero formado
pelos trés ultimos digitos de 7655 é 625. Portanto, o
nimero procurado é 7625.

20. O multiplo de 8 mais préximo do ntimero formado
pelos trés ultimos digitos de 2209 é 208. Portanto, o
nimero procurado é 2208.

21. Como 5320 é multiplo de 7, basta que 532x — 5320 =
seja também muiltiplo de 7. Assim, x =7

22. O multiplo de 125 mais préximo do ntimero formado
pelos trés ultimos digitos de 7655 é 625. Portanto, o
numero procurado é 7625.

23. O multiplo de 8 mais préximo do nimero formado
pelos trés ultimos digitos de 2266 é 264. Portanto, o
nuimero procurado é 2264.

24. O que acontece ao somarmos 1 ao nosso nimero? Ele
passa a deixar resto 0 na divisdo por 10,9 e 8. Assim, um
possivel valor para N ¢ 10-9-8 — 1.

25. Se o resto de 1 por 3 é r, o resto de 1> +2n é 0 mesmo
de 3 + 2r. Para r = 0, esse resto seria 0. Parar = 1, seria o
mesmo resto de 3 que é 0. Finalmente, para r = 2, o resto
seria 0 mesmo de 8 + 4 = 12 que também é 0. Assim, ndo
importa qual o resto de n por 3, 0 ntimero 1> + 21 sempre
deixard resto 0. Uma ideia importante nessa solugao foi
dividi-la em casos. Também poderiamos ter resolvido
esse exemplo apelando para alguma fatoragdo:

mw42m=n3—n+3n=nn*-1)+3n=nn—-1)(n+1)+3n.

Como n —1,n e n+ 1 sdo consecutivos, um deles é
multiplo de 3. Assim, o dltimo termo da igualdade ante-
rior é a soma de dois multiplos de 3 e consequentemente
o resto procurado é 0.

26. Veja que
1-2---2n
1.2’

Para cada ntiimero natural k no produto escrito no deno-
minador, temos uma aparicdo de 2k no produto escrito no
numerador. Basta efetuarmos os cancelamentos obtendo:

(m+1)(n+2)...2n)=2"-1-3---(2n—1).

(n+1)(n+2)...12n) =

27. (Extraido da Olimpiada do Leningrado) Se chamarmos
p = ab—cd, teremos a = px,b = py,c = pzed =
pt onde x,y,z e t sdo inteiros. Assim, p = p*(xy — zt).
Consequentemente 1 = p(xy — zt) e concluimos que p =
1, pois p é natural.

28. Como 10" — 1" = (10 — 1)(10" 1 + 10" 2 +... + 1),
podemos concluir que 10" sempre deixa resto 1 na divisdo
por 9. Assim, n = a,,10™ + Ap_110""1 4+ 4110 + a,
deixa o mesmo resto que a,; + a,,_1 + ... + ap na divisdo
por 9. Desse modo, D(n) nada mais é do que o resto na
divisdo por 9 do ntiimero n. Como 1234 deixa resto 1 por
9, o numero (1234)n deixa o mesmo resto que 1 -1 por 9,
ou seja, D((1234)n) = D(n).

n

29. (Extraido da Olimpiada Russa) Se k = , entdo
-1 2(22'2-1)
2n—1 2n—1

2nk _q

2 —1
= (k=) ponk=2) 4 4 om ),

é um numero inteiro.
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30. (Extraida da AIME) Para achar explicitamente o
quociente de 13 + 100 por n + 10 podemos fazer uso
de alguma fatoragdo. Utilizaremos a soma dos cubos
n% 4103 = (n + 10)(n? — 10n + 100). Como,

n3 +100 = (1 +10)(n? — 101 + 100) — 900,

podemos concluir que o niimero 900 deve ser mdltiplo de
1+ 10. O maior inteiro n para o qual n + 10 divide 900 é
890. Veja que se n = 890, o quociente da divisao de n® +
100 por 1 410 é n* — 101 4100 — 1 = 890* — 10 - 890 + 99.

31. Veja que 2 X 78 — 31 x 5 = 1 e consequentemente
14 x 78 — 217 x 5 = 7. Basta darmos 14 notas de de $ 78
para recebermos 217 notas de $ 5 como troco na compra
de nossa mercadoria. Usando as notas de $3 e $78 ndo é
possivel pois o dinheiro pago e recebido como troco por
algo sempre é multiplo de 3 e 7 ndo é multiplo de 3.

32. Sim. Um exemplo é o conjunto 1001! + 2,1001! +
3,...,1001! 4 1001. Veja i | 1001! + i para todo i =
2,3,...,1001.

33. Nao, é impossivel.  Suponha, por ab-
surdo, que isso seja possivel e denotemos por
ap,ai,...,A1995 = do tais inteiros. Entdo, para k =

1,...,1995, ﬂ’;; é primo ou o inverso de um primo. Supo-
nha que a primeira situacdo ocorra m vezes e a segunda
ocorra 1995 — m vezes entre esses quocientes. Como
g k-1
o produto de todos os nimeros da forma o+ para
k=1,...,1995 é igual a 1, podemos concluir que o pro-
duto de m primos deve ser igual ao produto de 1995 — m
primos. Em virtude da fatoragdo tinica, m = 1995 — m.

Um absurdo pois 1995 é impar.

34. Vamos analisar os possiveis restos na divisdo por 3
de p. Se p deixa resto 1, entdo p + 14 é um multiplo de
3 maior que 3 e consequentemente ndo podera ser um
nimero primo. Se o resto é 2, entdo p + 10 é um mdltiplo
de 3 maior que 3 e também ndo podera ser um ntimero
primo. Assim, o resto de p por 3 é 0 e consequentemente
p=3.
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