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1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Determinar o resto da divisdo de x%2 + x + 1

por x + 1.

Exercicio 2. Um polindmio P(x) quando dividido por
(x +2) da resto 5 e, quando dividido por (x —2), d4 resto
13. Dividindo-se P(x) por (x? — 4) obtém-se um resto R(x).
Calcular R(1).

Exercicio 3. Se o polinémio P(x) dividido por (x —2) deixa
resto 6, divido por (x + 1) deixa resto 2 e dividido por (x — 1)
deixa resto 4, determinar o resto da divisdo de P(x) por
(x—=2)(x—1)(x+1).

Exercicio 4. Determine p e g em termos de m, sabendo-
se que o polindmio x> + px + g é divisivel pelo polinémio
x2 +mx — 1.

Exercicio 5. Qual é o maximo divisor comum de x — 1 e
Xt =17

Exercicio 6. Determine quais das expressdes abaixo pos-
suem raizes repetidas. Em caso afirmativo, fatore a expressao.

a) x> —6x+9=0.
b) y? + 14y + 25 = 0.
c) z2—8z—16=0.
d) ¥ +x+1/4=0.
e) 1622 —24z 49 = 0.

Exercicio 7. Encontre o valor de
/2020 - 2018 - 2016 - 2014 + 16 sem usar calculadora.

Exercicio 8. Fatores as expressoes
(@) t*—49.

(b) 36 —9x2.

(c) 121a%b* — 2.

(d) 800x* — 72x%y2.

Exercicio 9. Resolva a equagdo vx —1 =x —3.

Exercicio 10. Determine m para que a equagéo (m + 1)x? —
2mx + (m +5) = 0 possua raizes reais e desiguais.

Exercicio 11. Determine m para que a fun¢do quadratica
y = mx? — (1+m)x + 1 s6 admita uma tnica raiz real.

Exercicio 12. O conjunto dos valores inteiros e positivos de
m para os quais a equagdo x> — 5mx + 2m = 0 tem ambas as
raizes reais e distintas é

@ {0,1,2,...}
(b) {4,56,...}
© {123}
(d {1,2,3,...}
(e) NRA

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 13. Se r é raiz de multiplicidade m da equacado
polinomial f(x) = 0, mostre que r é raiz de multiplicidade
m — 1 da equagéo f'(x) = 0.

Exercicio 14. Prove que nx"*! — (n+1)x" + 1 é divisivel
por (x —1)2.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 15. (AIME 2001) Encontre a soma das raizes, reais

2001
5 : %o 2001 1
e ndo reais, da equagdo x~-- + 5 .

Exercicio 16. Se n > 1, mostre que (x +1)" —x" -1 =0
possui raiz miltipla se, e somente se, 7 — 1 é um mdltiplo de
6

Exercicio 17. Se b < 0, entdo as raizes xj e xp da euqagdo
2x2 4+ 6x + b = 0, satisfazem a condigdo % + % < k, em que
k é igual a (A) —3 (B) -5 (C) —6 (D) —2

Exercicio 18. Se x® — 108x + 432 tem uma raiz com multi-
plicidade 2, encontre todas as suas raizes.

Exercicio 19. Encontre todos os valores de y tais que

(v’ +y—6)(y* —6y+9) —2(y* —9) = 0.
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Respostas e Solugdes.

1. Aplicando o Algoritmo da divisdo, temos

4x+1x+1
—x2—x x
1
Portanto, o resto é 1. Como x = —1 é araizde x+1, o

resto também poderia ser obtido substituindo esse valor no
polindmio dado: (—1)2+ (—=1)+1=1.

2. Como x> —4 = (x —2)(x +2) tem grau 2, podemos
escrever R(x) = ax + b como o resto de P(x) por x> — 4, com
a,b € R. As duas informagdes iniciais podem ser traduzidas
como R(—2) =5 e R(2) = 13. Portanto,

—2a+b = 5
2a+b = 13.

Resolvendo o sistema, obtemos b = 9 e a = 2. Logo, R(x) =
2x+9eR(1) =11.

3. Como (x —2)(x —1)(x + 1) tem grau 3, podemos
escrever R(x) = ax? + bx + ¢ como o resto de P(x) por
(x —2)(x —1)(x +1). As informagdes do enunciado podem
ser traduzidas como R(2) = 6, R(—1) =2e R(1) = 4. Ou
seja,

4da+2b+c = 6
a—b+c = 2
a+b+c = 4.

Resolvendo o sistema, encontramos a = 1/3, ¢ =8/3,b = 1.
Assim R(x) = x?/3 +x +8/3.

4. Pelo Algoritmo da Divisado, temos

Bhprdqg = (P4mx—1)(x—m)+
+ (x(m? 1)+ p) —m+q)
Para que a divisdo seja exata, devemos ter p = —m? — 1 e

q=m.
5. Se m > n, temos
A =1=x"Mx" 1)+ (" 1)

Dai, mdc(x™ —1,x" —1) = mdc(x™ —1,x™"" —1). Ou seja,
comegando com o par de expoentes (m,71), 0 méximo divi-
sor correspondente é o mesmo obtido com o par (m — n,n).
Realizando sucessivamente a operagdo de subtrair o0 menor
elemento do par do maior, podemos trocar o par de expoen-
tes (m,n) por pares (m’,n") com m’ +n’ < m + n. Essa troca
sucessiva para quando obtemos um par (d,d) com ntimeros
iguais. Ao longo desse processo, como o divisores comuns
de (m,n) e (m — n,n) sdo os mesmos, podemos concluir que
d = mdc(m,n). Portanto mdec(x" — 1,x™ — 1) = x™dc(mmn) _q,

6. Se a éraiz dupla de ax? +bx+c =0, entdo ax2 +bx+c =
a(x —a)> e A =b>—4ac = 0.

(a) Sim, pois x> — 6x +9 = (x — 3)2.

(b) Nao, pois A =196 — 100 # 0.

(c) Sim, pois z2 — 8z — 16 = (z — 4)2.
(d) Sim, pois x> +x+1/4 = (x +1/2)%.
(e) Sim, pois 16z — 24z +9 = (4z — 3)%.
7. Note que

(x+3)(x+1)(x—1)(x—3)+ 16
(=9 (x*-1)+16 =
(x> -5-4)(x*-5+4)+16 =

(x> —5)2—16+16

(x* —5)

Na expressdo dada, basta fazer x = 2017. Assim,

V2020 - 2018 - 2016 - 2014 + 16 = 20172 — 5

8.
(@ > —49=(t—7)(t+7).
(b) 36 —9x? = (6 — 3x)(6 + 3x).
(c) 121a%b* — c* = (11ab® — c?)(11ab? + c2).
(d)

8x2(100 — 9y) =

8x2(10 — 3y) (10 — 3y).

9. Elevando ambos os membros ao quadrado, as raizes da
equagdo dada também sio raizes de x — 1 = x> — 6x + 9, ou
seja, x> — 7x +9 = 0. As raizes dessa equagdo sdo x = 5 e

x = 2. Como essa ultima raiz ndo satisfaz a equagdo dada, a
Unica solugdo é x = 5.

10. Para que as raizes sejam desiguais, devemos ter A =
4m? —4(m +5)(m+1) > 0, ou seja, m < —5/6.

11. Para que exista uma Unica raiz, devemos ter A =
(1+m)? —4m = 0, ou seja, (m — 1)> = 0. Portanto m = 1.

12. Para que as raizes sejam distintas, devemos ter A =
25m? — 8m > 0, ou seja, m(25m — 8) > 0. Como devemos ter
m > 0, segue que 25m — 8 > 0, ou seja, m > 8/25. Resposta
item D.

13. Se r é raiz de multiplicidade m, podemos escrever
f(x) = (x = r)"q(x). Dai
flx) = m(x—r)""q(x) + (x —r)"q'(x)
= (=" (mg(x) + (x = 1) (x):

Como x — r ndo divide mg(x), a multiplicidade de r em f'(x)
ém—1.
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14. Primeira solugdo: Para cada k > 1, sabemos que 1 é raiz
de x¥ — 1, pois 1¥ — 1 = 0. Dai, podemos escrever

=1 = (- TP b))
= (x—1)x
x (" T+ ("2 =D 4.+ (x—1)+n)
= (=) (x=1)+n)
= (x=1)%(x) +n(x—1)
Portanto,
n™ - (n+Da"+1 =

(nx—(n+1))(x"=1)+n(x—1)
(x = 1)%q(x) (nx — (n+1)) +n?(x — 1)
(x = 1)?(g(x) (nx — (n+1)) +n?).

Pelo Algoritmo da Divisdao, pode-
mos escrever nx"tl — (n + 1)x" +1 = r(x)(x —1)% +
(ax +b). Como 1 é raiz do membro esquerdo, temos
a+b = 0. Derivando a fun¢do polinomial, obtemos

n(n+1)x" —n(n+1)x""1 =7(x)(x —1)> +2r(x)(x — 1) +a.
Usando que x =1 é raiz do lado esquerdo, obtemos a = 0.
Dai, ax +b = 0 e o polindmio dado é divisivel por (x —1)2.

Segunda Solugio:

15. Trata-se de um polindmio de grau 2000. Se r é raiz, entdo

1
= —r também ¢é raiz. Portanto, ao parearmos as raizes que
somam 1/2, obtemos soma 1000 - 1/2 = 500.

16. Seja fu(x) = (x +1)" —x" — 1. Se r é uma raiz dupla,
entdo f,(r) = 0. Temos f,(x) = n(x +1)"~! — nx""! e assim
as raizes de f}(x) sdo os valores r tais que (r +1)""! = ¢"~1,
Como r é uma raiz de f,(x), entdo

r+1)"—r"—-1=0
r+Dr+1)"—r- "l -1=0
(r+1)" =1

De modo que 7 + 1 é uma raiz n — 1-ésima da unidade. Como
(r+1)" ! = "1, tomando o médulo de ambos os lados,
|”"~1| = 1, e entdo |r| = 1. Sabendo que |r +1| = |r| =1,
segue que 0, r e 7 + 1 sdo vértices de um tridngulo equildtero
no plano complexo e dai 7 é uma raiz primitiva ctibica da uni-
dade. Assim, 7 41 é uma raiz primitiva 6-ésima da unidade.
Entretanto, r + 1 é também uma raiz n — 1-ésima da unidade.
Logo, 6[(n —1). Como essas implica¢des sdo reversiveis, vale
a volta da afirmacéo.

17. A resposta éaletra D. Como x1 +xp = —3exixy =b/2,
segue que

1
Como b < 0, segue que 18/b < 0 e dai ; —2< =2,

18. Seja r a raiz de P(x) = x® — 108x + 432 com multiplici-
dade 2. Entdo P’(x) também tem raiz r. De P’ (x) = 3x? — 108
e P'(r) = 0, segue que r = 6 ou r = —6. Substituindo esses
valores de r em P(x), temos P(6) = 0. Portanto, a raiz com
multiplicidade 2 é 6. Como a soma das raizes de P(x) é igual
a 0, segue que a terceira raiz é —12. Assim,as raizes sdo 6, 6
e —12.

19. A equacgdo dada pode ser fatorada como
[(y=2)(y =3) =2)(y =3)(y +3) = 0.

As raizes de (y —2)(y —3) —2 = 0 sdo 1 e 4. Portanto, os
valores procurados de y sdo 1,4, 3 e —3.
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