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Geometria Analitica — Parte 2
Distancia entre Ponto e Reta

1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Sejam A e B pontos distintos da reta de
equagdo x = —3 que distam duas unidades da reta de
equagdor: x —2y+3 = 0. Qual o produto das ordenadas
de A e B?

Exercicio 2. Determine o valor numérico de k para que
a distancia de um ponto de coordenadas (2, k), situado no
primeiro quadrante, a reta de equacgdo 3x +-4y —24 =0,
seja igual a 18 unidades.

Exercicio 3. Em um sistema cartesiano ortogonal sdo
dados os pontos P = (2,0) e Q = (0,2). O ponto A é o
simétrico da origem em relagdo a reta PQ, quais os valores
de Xp € yA?

Exercicio 4. Qual a distancia entre o ponto P(2,1) e a
reta v de equagdo r : 6x — 8y 416 = 0?

Exercicio 5. Sejam A e B dois pontos da reta de equacéo
Yy = 2x + 2, que distam duas unidades da origem. Neste
caso, qual a soma das abscissas de A e B?

Exercicio 6. No plano cartesiano da figura, feito fora de
escala, o eixo x representa uma estrada ja existente, os
pontos A(8,2) e B(3,6) representam duas cidades e a reta
r, de inclinagdo 45° , representa uma estrada que sera
construida.

Quais as coordenadas de C, de modo que as distancias
das cidades A e B até a nova estrada sejam iguais?

Exercicio 7. Considere as retas v : 4x —3y+17 =0e
s: 4x — 3y — 8 = 0. Qual a distancia entre r e 5?

Exercicio 8. Num plano cartesiano, sabe-se que os pon-
tos A, B(1,2) e C(2,3) pertencem a uma mesma reta, e
que o ponto A estd sobre o eixo Oy. Qual o valor da
ordenada de A?

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 9. Determine a distancia entre o ponto P(3,5)
e aretar, de equagdo x +2y — 8 = 0.

Exercicio 10. Uma reta r de coeficiente angular m = —4
estda a distancia d = 5 do ponto A(3,6). Determine a
equagdo dessa reta.

Exercicio 11. Um trapézio foi desenhado a partir das
interse¢des dasretasr: x —y—1=0es: 3y—3x+5=0
com os eixos Ox e Oy. Qual a drea deste trapézio?

Exercicio 12. Se os pontos A = (-1,0), B = (1,0) e
C = (x,y) sdo vértices de um tridngulo equilatero, entdo
qual a distancia entre A e C?

Exercicio 13. Consideramos aretar : y = 2x + 2. Se
Py = (x0,Y0) € o ponto dessa reta mais proximo da origem
dos eixos coordenados, qual o valor de x3 + y3?

Exercicio 14. Qual a distancia entre as retas paralelas
rry=xes:y=x+77?

Exercicio 15. A reta r de equacgdo 6x + 8y — 48 = 0 in-
tersecta os eixos coordenados cartesianos nos pontos P e
Q. Desse modo, qual a distdncia, em u.c., de P a Q?

Exercicio 16. Duas retas r e s sdo dadas, respectiva-
mente, pelas equagdes 3x—4y = 3 e2x+y = 2. Um
ponto P pertencente a reta s tem abcissa positiva e dista
22 unidades de medida daretar. Seax+by+c=0¢éa
equagdo da reta que contém P e é paralela a r, entdo, qual
ovalordea+b+c?

Exercicio 17. Na figura abaixo, os tridngulos OAB e

~ AB
OCD s3o semelhantes e D= b.

>/ o/

0 BN\ >x

Se a reta que passa por C e D tem por equagdo x +y = a,
a > 0, entdo qual a distancia entre as retas AB e CD?

Exercicio 18. Sejam A, B, C, D vértices consecutivos de
um quadrado tais que A = (1,3) e B e D pertencem a reta
de equagdo x —y — 4 = 0. Qual a area deste quadrado,
em unidade de area?
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3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 19. Calcule o ponto de intersecdo das bisse-
trizes dos angulos internos do tridngulo delimitado pe-
las retas r : 7x —y+11 =0,s: x+y—15=0e
t: 7x+17y +65 = 0.

Exercicio 20. Qual o conjunto dos pontos P(x,y) do
plano xOy tais que a distancia de P ao eixo OX é igual a
5 vezes a distdncia de P areta r : 3y —4x = 0?

Exercicio 21. Seja o tridngulo ABC de vértices
A(—2,—4), B(1,-2) e C(2,5). Qual a medida da altura
relativa ao lado AB?

Exercicio 22. Resolva em R a equacdo

Va2 94+ /x2 —6x+10 = 5.

Exercicio 23. Qual a equacdo do lugar geométrico de
um ponto que se move de maneira que sua distancia ao
ponto (6,0) é sempre igual a duas vezes sua distancia a
reta2x —3 =107
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Respostas e Solugdes.

1. (Adaptado do vestibular do UNIUBE MG)
Escrevendo A(—3,y4) e B(—3,y3), seguimos com

P -3-2-y+3
Ay 12 T (_2)2
2=|—=
E
12y| = 2V/5.
lyl = V5.
Por fim, as ordenadas sao y4 = V5 e yg = —/5, cujo

produto é igual a —5.

2. (Extraido do vestibular do UFSC)
A distancia do ponto dado a reta em questdo pode ser
calculada como

d’3-2+4~k—24‘
32 4 42
18:‘64-4k—24
25
4k — 18
=1
e
Agora, podemos fazer
4k — 18
=18
5
4k —18 =5-18
4k =90+ 18
108
k=—
4
k=27
ou
4k — 18
=-1
5 8
4k —18 =5-(—18)
4k = —90+ 18
-72
k==
k=-18

Por fim, como o ponto pertence ao primeiro quadrante,
entdo k = 27.

3. (Adaptado do vestibular do MACK SP)
A reta PQ tem coeficiente angular igual a

Ay 2-0
= Axo0-2 !
e linear igual a
b=2+1-0=2.

Uma perpendicular a PQ tem coeficiente angular igual a 1
e como a origem pertence a essa reta, entdo seu coeficiente
linear igual a 0. Agora, a reta tem equacdo y = x e cruza
com y = —x + 2 no ponto (1,1). Por fim, o simétrico pode
ser calculado como

0—121—XA
0—1:1—yA,

o que resulta no ponto A(2;2).

4. (Adaptado do vestibular do UEPI)
Podemos escrever

6-2—8-1+16

dp, = —
6+ (—8)
B 12—8+16‘

R
2.

5. (Adaptado do vestibular do UFMG)
Podemos escrever

dao=1/(x—0)2 + (2x +2 - 0)2
2= /x4 (2x+2)?
4=x>+4x>+8x+4

5x2 +8x = 0.

. . ~ 8
Cujas raizes sdo 0 e —— (analogamente para o ponto B,
5 ) .
teremos as mesmas coordenadas). Assim, a soma é
8

8
—240=—2.
57 5

6. (Adaptado do vestibular do IBMEC SP — 2014)
Observe que a, = tg45° = 1 e o ponto médio do segmento
11
AB, que é M (7,4) pertence a 7, e seu coeficiente linear
11

, 3 3
ebr—4—7——§.Dal,temosquer.y—x 57 cuja

. - . 3
interse¢do com Ox é o ponto 5 0]).
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7. (Adaptado do vestibular do CEFET PR)

Observe que r || s e para calcularmos a distancia entre elas,
basta tomarmos um ponto em uma e usarmos a férmula
de distancia de ponto a reta com a outra. Assim, perceba
que o ponto A(—5,—1) € r e agora

4.(=5)—3-(-1)—8

d pu—
A 2+ (-3
B ‘ 20+3 8‘
=5.
8. (Adaptado do vestibular do UEA AM — 2014)
1
A reta r que passa por B e C tem a, = 1= 1le

by =2—-1=1. Assim, temos v : y = x + 1, ou seja,
r: x—y+1=0. Como A(0,ya) € r,entdo dy, = 0,
logo

Ay, = 1-0-1-y4+1
VR
-t

V2
ya=1

9. (Adaptado do vestibular do UEPB)
Aplicando a férmula, temos
3+2-5-8
dpy = |02
V12422
_ ‘5‘
V5
= \/g'
10. A reta pode ser escrita como v : y = —4x 4+ b ou

ainda r : 4x+y —b = 0, cuja distdncia para o ponto
A(3,6) é calculada como

da, = 4-3+6-0
Ve
5_ 12+6—b‘
16 +1
s—[12=)
T |
Assim,
_18—b _18-b
RV:/2 v
e

b=18—5V17eb = 18 + 5V17.

Por fim, as equagdes sdo

ridx+y—1845V17=0er: 4x+y—18—5V17=0.

11. (Adaptado do vestibular do UEPB — 2011)

Observe que r intersecta os eixos nos pontos Ri(1,0) e
R,(0,—1) (o que produz uma base medindo v/2), agora
s possui os pontos de intersecio com Ox e Oy sendo

Sy (;0) e S (0,—2), cuja distancia produz a base
5V2

maior medindo ——. A altura h é a distancia entre as

retas || s, que pode ser calculada como

-3 1—|—3 0+5
des— 2
\f
ho V2
3

Por fim, a 4rea é igual a

52 2

N AN |

S = ° ’ =3 3 @ u.a..
B 2 N 2 9
12. (Adaptado do vestibular do PUC R] — 2013)

Como AABC é equilétero e BC = 2, entdo AC = 2.

13. (Adaptado do vestibular do UFJF MG)
Seja s a reta que passa pela origem é perpendicular a r.

Dai, as = —= e bs =0, fazendos: y = —g. Agora, rNs

pode ser encontrado como a solugdo do sistema

y=2x+2
__X
y_ 2/
ue é 42 Por fim, como x; = _4 e
q 55 ) , 0 = .
_2 lui 20,2
yo—g,conc uimos que x0+y0_g,

14. (Adaptado do vestibular do UEPB)

Como 7 || s, basta tomarmos um ponto em 7, por exemplo,
e calcularmos sua distancia para s. Assim, como O(0,0) €
7, sigamos com

0—-0+7

124+ (—1)?
|72
]2

dO,s = ’

15. (Adaptado do vestibular do UNEB BA)

Observe que rNOx = {(8,0)} erN Oy = {(0,6)}. Assim,
formamos um tridngulo retdngulo com catetos medindo 6
e 8, logo a medida da hipotenusa vale 10 u.c..
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16. (Adaptado do vestibular do ITA SP)

Como P € s, podemos escrevé-lo como P(x,2 — 2x).
Agora, aplicando a férmula de distdncia de ponto a reta,
ficamos com

3x—4-(2—2x) -3
dP,r =
32+ (—4)2
3x —8+8x—3
2=|—F
V25 ’
11x — 11
2 =|—
|
Aqui podemos ter
11x — 11 11x — 11
5 ¢ 5
11x — 11 =110 11x — 11 = —-110
x—1=10 x—1=-10
x=11 x=-9
e como x > 0, ficamos com x = 11 e y = —20. Agora,

sejat || r, entdo t: 3x —4y +c = 0e como (11, -20) € ¢,
entdo ¢ = —80 — 33 = —113. Por fim,

a+b+c=3-4-113 = —114.

17. (Adaptado do vestibular da EFOA MG)
A distancia D pedida é D = dp cp — dp,ap. Agora, per-
ceba que o membro da esquerda é a subtragdo das alturas

d
dos tridngulos OAB e OCD e, por semelhanga, OAB _ 1,

Dai, ficamos com

D =docp —docp b
D =docp(l—D).

Como a equagdo de CD é x +y = a, podemos escrever
que C(0,4) e D(a,0). Temos assim um triangulo retdngulo
isésceles de lado a, hipotenusa a2 e altura h = docp-
Pelas rela¢des métricas no tridngulo retdngulo, podemos
escrever

avV2-h=a-a

ho o

av2

d - %

0,CcD N
) a(l1-"0)
Por fim, D = ——=~.

V2

18. (Adaptado do vestibular do PUC SP)

Aretadada (r: x —y —4 = 0) é de uma das diagonais
do quadrado (lembrando que elas sdo perpendiculares
entre si), assim a outra diagonal é a reta de equacdo
t: y=—x+b Como A € t, ficamos comb = 4 e
t: y= —x+4 Agora, rNt = {(4,0)} e podemos
encontrar que o vértice C(7,—3) e o comprimento da
diagonal:

dac = /6> +(—6)?
dac = 6V2.

Portanto, o lado do quadrado é igual a 6 u.c. e sua area é
igual a 36 u.a.

19. O incentro I(m,n) (ponto de encontro das bissetrizes)
é equidistante de todos os lados do tridngulo. Sendo
assim, podemos escrever

7m—n—+11
iy = | ———=|,

72+ (-1)%
P m+n—15
SR IV P
. 7m+l7n+65‘
It V7Z 1172

Como dj, = dj,, teremos

/m—n+11| |m+n—15
72+ (—1)2 V12412
3h+k = 16.
Como dj, = dj;, teremos
7m—n-+11 _‘7m+17n+65‘
72+ (—1)2 V72 +172
4h — 7k = 13.

E este sistema obtido tem solugdo I(5,1).

20. (Adaptado do vestibular do UESC BA)
A distancia de P até Ox é igual a y e até 3y — 4x = 0 pode
ser calculada como

—4x + 3y
dpy = a2 a2
(—4)2+3
Do enunciado
—4x + 3y
5.2 T2
=5 |25
y = |—4x+3y|.
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Aqui podemos ter

—4x+3y =y
3y —y =4x
2y = 4x
y=2x

e —4x +3y = —y
3y+y=4x

4y = 4x

y=x.

21. Trace H como a projecdo ortogonal do ponto C sobre
a reta r definida pelos pontos A e B, talque h = CH é a
altura procurada. Agora, temos

-2 -4 1
E : 1 -2 11 = 0/
x y 1

que resulta em 2x — 3y — 8 = 0. Por fim,
|2.2-3-5-8| |-19] 19V13
dCH = = = u.c..
V22 + (-3)2 V13 13

22. (Extraido do Bando de Questdes da OBMEP — 2015)
Considere no plano cartesiano os pontos F, D e E de
coordenadas (x,0), (0,3) e (3, —1), respectivamente.

B(3,-1)

Podemos associar as distdncias entre alguns pontos aos
radicais dados:

DF = x2+49

FE = /(x—3)2+12
= x2 —6x+10

DE = +v9+16

Pela desigualdade triangular,

DF +FE
DE
= b

X2+9+4/(x—=3)2+12

v

Com igualdade apenas quando D, F e E sdo colineares.
Portando, o ponto F deve coincidir com a interse¢cdo G
entre DE e o eixo Ox, ou seja, x = 9/4.

23. Seja A(x,y) o ponto em questdo, sua distancia d até
(6,0) &

d=/(x-62+(y-0p

d: (x—6)2+]/2/

e sua distdncia D até areta2x —3 =0¢

D— 2x — 3
V22 402
2x — 3

D = .

=

Do enunciado, concluimos que

d=2D
[(x—6)2+y2 =2 2x2—3‘

2
( (x6)2+y2) = 2x -3
(x—6)*+y* = (2x —3)?
x? —12x +36 +y* = 4x* — 12x +9
3x% —y? —27 = 0.
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