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Quadrilateros
Relac¢do de Euler para Quadrilateros

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Seja um tridngulo de lados a = 3cm, b = 4cm e
¢ = 5cm. Determine as medidas de suas bases médias.

Exercicio 2. Uma rodovia r liga, em linha reta, as cidades A
e B. Outra rodovia, s, também em linha reta, liga as cidades
A e C. Se as distancias entre A e B é 100km, determine o
comprimento de uma terceira rodovia que sera construida,
em linha reta, ligando os pontos médios de r e s.

Exercicio 3. Seja o trisngulo ABC, de drea 100cm?. Deter-
mine a drea do tridngulo ADE, sendo D e E os pontos médios
dos lados AB e AC respectivamente.

Exercicio 4. Determine a medida da base média de um
triangulo equildtero cuja 4rea é 12cm?.

Exercicio 5. No quadrado da figura, determine a medida
do segmento PQ, sendo P e Q pontos médios dos lados AB
e BC.
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2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 6. No tridngulo ABC da figura, AB = 12cm,
AC = 20cm e N é o ponto médio do lado BC. Seja M um
ponto interior ao tridngulo ABC tal que AM seja bissetriz de
ZBAC e ZAMB = 90°. Determine a medida de MN.

A

Exercicio 7. No tridangulo ABC da figura, D é ponto médio
de AC e E é o pé da altura relativa ao lado BC. Se BD = AE,
determine ZCBD.
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Exercicio 8. Seja o quadrildtero ABCD e os pontos R, ponto
médio de CD, P, ponto médio de AC, e Q, ponto médio de
BD. Além disso, Z/BAD + ZABC = 120° e AD = BC = 6.
Determine o perimetro do tridngulo PQR.
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Exercicio 9. Observe o tridngulo da figura.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



A Relagao de Stewart é:

a*y + b*x = z%c + cxy.

Utilize esta relagdo para determinar a medida da ceviana z
no tridngulo abaixo.

Exercicio 10. Determine a medida da mediana, relativa ao
lado BC, do tridngulo ABC, sendo AB = 10, AC = 8 e
BC =12.

Exercicio 11. Determine a medida da bissetriz AS no
triangulo ABC da figura.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 12. No tridngulo ABC da figura, M, N e P sdo
pontos médios, respectivamente, dos lados AB, AC e BC.
Além disso, H é o pé da altura AH, AB = 8, BC = 10,
BH = 2. Determine o perimetro do quadrilatero HMNP.
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Exercicio 13. Na figura, P é ponto médio de AC e AB =
2PH. Determine g.

Exercicio 14. Calcule o comprimento do segmento que une
os pontos médios das bases AB e CD de um trapézio, sa-
bendo que AB =14, BC=7,CD =4e DA =5.

Exercicio 15. Mostre que os pontos médios de um qua-
drildtero convexo determinam um paralelogramo.
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Respostas e Solugdes.

1. Como cada base média mede a metade da medida de
sua base correspondente, as bases médias medem ¢, 2cm

e —cm.
2

2. A estrada ligando os pontos médios das rodovias r e s é

a base média do tridngulo formado pelas cidades A, B e C.

Assim, sua medida é a metade da distancia entre A e B, ou
seja, 50km.

3. Se D e E sdo pontos médios, os tridngulos ABC e ADE
sdo semelhantes, de razdo 2, j4 que DE é base média de

A
ABC. D f t —
essa forma temos 7.

triangulo ADE, segue que A = 25cm?.

1\2
(2) ,sendo A a area do

4. Como a érea é 12cm?, temos:

23

. = 12
>3 = 48
52:ﬁ
V3
52:48\/5
3

2 = 16V3
¢ = 4V/3.

Se a medida do lado é 4v/3, entdo a medida da base média é

4
4\2—@ = 2v/3cm

a metade, ou seja,

5. Se P e Q sdo pontos médios dos lados AB e CD, entdo
PQ é base média do tridngulo ABC, medindo a metade da

diagonal do quadrado, ou seja, PQ = ﬂ&f

6. (Extraido da Video Aula) Prolongando BM e marcando
D sobre AC, temos que os tridngulos ABM e ADM sédo
congruentes pelo caso ALA, jid que ZBAM = ZDAM, AM é

lado comum e ZAMB = ZAMD. Dessa forma, BM = MD,

ou seja, M é ponto médio de BD e, se N é ponto médio de
BC, MN é base média do tridngulo BDC, com base DC, ou

20 —-12
seja, MIN = 0 =4cm

7. (Extraido da Video Aula) Tragando um segmento per-
pendicular a BC, por D, temos que este segmento DF, onde
F pertence a BC, é paralelo a AE. Além disso, como D é
ponto médio de AC, DF é base média do tridngulo ACE,

AE
de base AE, ou seja, DF = -
retdngulo BDF, sua hipotenusa é BD, que tem mesma me-

Analisando o tridngulo

AE
dida de AE, e o cateto oposto ao angulo ZFBD mede -

1
ou seja, ZFBD = 30°, ja que sen(ZFBD) = —.

> Como
/CBD = /FBD, entao ZCBD = 30°.
A
D
B [ ]e [F C

8. (Extraido da Video Aula) Como R é ponto médio de
CD e P ponto médio de AC, RP é base média do tridngulo

ACD, com base AD, sendo sua medida g = 3. De forma

andloga, temos QR base média do tridngulo BCD, com

base BC, tendo medida igual a g = 3. Prolongando os

lados AD e BC e marcando sua intersec¢do E, temos que

ZAEB = 180° — (£/BAD + ZABC) = 180° —120° = 60°. Ja
vimos que QR é paralelo a BC, pois é base média do tridngulo
BCD, e, por consequéncia, é paralelo a BE. De forma anéloga,
RP é paraleloa AE. Com isso, ZPRQ = ZAEB = 60°. Temos
entdo que o tridngulo PRQ é isésceles e ZPRQ = 60°, ou
seja, ele é equilatero, sendo seu perimetro iguala 3-3 = 9.

9.
Py +b*x = zZ%c+cxy
52.3+8%2.6 = 9z22+9-6-3
75+384 = 922+ 162
922 = 297

z = V3.
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10. Usando a Relagdo de Stewart, que relaciona as medidas
dos lados de um tridngulo, de uma ceviana e dos segmentos
determinados pelo pé desta em um dos lados, temos:

a*y +b*x = zZ%c+cxy
102-6+8-6 = 1222+12-6-6
1004+64 = 222472
22 = 46

B D Cc

11. Como AS é bissetriz do tridngulo ABC, vamos usar o
teorema da bissetriz interna:

BS _ 5-BS
i 6
6BS = 20— 4BS
BS = 2

Aplicando a Relagdo de Stewart, temos:

y+b*x = Z%c+cxy
42.346%.2 = 57245.2.3
48+72 = 522430
22 = 18

2:3\@.

Portanto, a medida da bissetriz AS é 3v/2.

A

B S C

12. (Extraido da Video Aula) Usando o Teorema de Pitdgoras
no triangulo ABH, temos AH? = 8% — 22, segue que AH =

10-2
24/15. A &rea do tridngulo ABC é Oi\ﬁ =10+/15. Se P
e N sdo pontos médios dos lados AC e BC do trlangulo ABC,

a drea do tridngulo NPC é <;) -10v/15 = ——. De forma

analoga, temos que as areas dos tridngulos AMN e BMP

> 15. Como BH =2 e BP =5, entdo a

também sao iguais a

1
? = /15. Assim, a area do
2. L — /15 = 4/15.

2
drea do tridngulo BHM é 5

quadrildtero HMNP é 10v/15 —

A
\N
13. (Extraido da Video Aula) Vamos marcar o ponto médio

M de BC. Como P é ponto médio de AC, entdo PM é base

média do tridngulo ABC, de base AB, ou seja, PM = % =

PH. Se MH é mediana relativa a hipotenusa do tridngulo
retdngulo BHC, entdo BM = MH, ou seja, o tridngulo BMH
é isosceles e, por consequéncia, /ZBHM = ZMBH =
Além disso, se PH = PM, o tridngulo MPH é isdsceles e
/ZPMH = /PHM = ZBHM = a. Pelo teorema do angulo
externo, ZHMC = 2a, mas PM é paralelo a AB e, por con-
sequéncia, ZABC = ZPMC, ou seja, « + B = 3a, segue que
h_ 2

o

14. (Extraido Video Aula) Chamando as diagonais AC e BD
de p e g, respectivamente, temos, pela Relacdo de Euler para
trapézios, p* +¢*> = 72 +5%+2-14-4 = 186. Sejam F e E
os pontos médios dos lados AB e CD, respectivamente, e G
e H os pontos médios dos lados DA e BC, respectivamente,
temos que HF e EG sdo bases médias dos triangulos ABC
e ADC, respectivamente, tendo ambos a metade da medida

de AC, ou seja, g, e sendo paralelos entre si; temos, de
forma andloga, os segmentos EH e FG paralelos e medindo
g. Dessa forma, chegamos ao paralelogramo EGFH, cujas

14+ 4
diagonais sdo EF e GH = T+ =9, pois é base média do

trapézio ABCD. Lembrando que as diagonais do paralelo-
gramo se interceptam nos seus pontos médios, vamos aplicar
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a Relacdo de Euler para este paralelogramo:

[(P)ﬁ(qﬂ.z — P 1EF+4.0

2 2
pZZqQ-z — 814+EP
1%.2 = 81+ EF?
EF? = 93-81
EF = 2V3.
D E C

15. Seja o paralelogramo ABCD e P, Q, R e S os pontos
médios dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente. PQ
é base média do tridngulo ABC, de base AC, ou seja, PQ
é paralelo a AC e mede a metade da medida de AC; pelo
tridngulo ACD, o mesmo acontece com RS, ou seja, PQ é
paralelo e tem mesma medida de RS. Isto é suficiente para
mostrarmos que o quadrildtero PQRS é um paralelogramo.
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