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Geometria Espacial I - Fundamentos
Poliedros.

1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Um poliedro convexo tem 6 faces e 12 ares-
tas. Determine o nimero de vértices deste poliedro.

Exercicio 2. Se um poliedro convexo possui 5 faces qua-
drangulares e 4 faces triangulares, determine sua quanti-
dade de vértices.

Exercicio 3. Num poliedro convexo com 10 arestas, o
nuamero de faces é igual ao niimero de vértices. Quantas
faces tem esse poliedro?

Exercicio 4. Num poliedro convexo, o nimero de ares-
tas excede o niimero de vértices em 6 unidades. Calcule o
numero de faces desse poliedro.

Exercicio 5. Quantos vértices tem um poliedro cuja
soma dos angulos das faces é 1167?

Exercicio 6. Seja um cubo de 4cm de aresta. Determine:
(a) a érea total deste cubo.

(b) o volume deste cubo.

(c) amedida da diagonal deste cubo.

Exercicio 7. Determine a medida da aresta de um cubo
cuja 4rea total é 54cm?.

Exercicio 8. Se um paralelepipedo reto-retangulo tem
dimensdes 3cm x 4cm x 5cm, determine:

(a) a drea total deste paralelepipedo.
(b) o volume deste paralelepipedo.

(c) amedida da diagonal deste paralelepipedo.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 9. Um poliedro convexo possui apenas faces
quadrangulares e triangulares. Calcule o ntimero de tais
faces sabendo que ele possui 20 arestas e 10 vértices.

Exercicio 10. Determine a soma dos dngulos das faces
dos seguintes poliedros de Platdo.

a) tetraedro;
b) hexaedro;
¢) octaedro;
d) dodecaedro;

e) icosaedro.

Exercicio 11. Nas arestas de um cubo, marcam-se dois
pontos em cada uma, de maneira que cada aresta seja
dividida em trés partes iguais. Trunca-se o cubo de forma
que planos passem nos trés pontos mais préoximos de cada
vértice, dos marcados anteriormente.
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Ap6s a retirada das 8 piramides geradas pelos planos,
determine:

a) quantos vértices, faces e arestas possui esse novo poli-
edro.

b) quantas diagonais possui esse novo poliedro.

Exercicio 12. Determine a medida da aresta de um cubo,
sabendo que a soma dos comprimentos de todas as arestas
com todas as diagonais e com as diagonais das seis faces
é 32cm.

Exercicio 13. Determine a altura de um tetraedro regu-
lar de aresta medindo 12cm.

Exercicio 14. Seja um prisma reto com 10cm de altura
e um paralelogramo, como base, com lados medindo
4cm e Sﬁcm e um dos angulos internos medindo 45°.
Determine seu volume.

Exercicio 15. Se a drea da base de um prisma aumenta
em 20% e sua altura diminui 10%, qual a razdo entre seu
volume final e inicial?

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames
Exercicio 16. Uma lata de tinta, com a forma de um

paralelepipedo retangular reto, tem as dimensdes, em
centimetros, mostrados na figura.
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Serd produzida uma nova lata, com os mesmos formato e
volume, de tal modo que as dimensoes de sua base sejam
25% maiores que as da lata atual. Para obter a altura da
nova lata, a altura da lata atual deve ser reduzida em

a) 14,4%
b) 20,0%
<) 32,0%
d) 36,0%
e) 64,0%

Exercicio 17. Na alimentagdo de gado de corte, o pro-
cesso de cortar a forragem, colocéd-la no solo, compacta-la
e protegé-la com uma vedagdo denomina-se silagem. Os
silos mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de
um prisma reto trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Legenda:
b - largura do fundo

B- largura do topo
C- comprimento do silo
h - altura do silo

Considere um silo de 2m de altura, 6m de largura de topo
e 20m de comprimento. Para cada metro de altura do silo,
a largura do topo tem 0,5m a mais do que a largura do
fundo. Apbs a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa
2m?3 desse tipo de silo.

(Extraido de EMBRAPA. Gado de corte. Disponivel em:
www.cnpgc.embrapa.br. Acesso em: 1 ago. 2012 (adaptado)).
Ap6s a silagem, a quantidade maxima de forragem que
cabe no silo, em toneladas, é

a) 110.
b) 125.
¢) 130.
d) 220.
e) 260.

Exercicio 18. Um fazendeiro tem um depésito para ar-
mazenar leite formado por duas partes ctibicas que se
comunicam, como indicado na figura. A aresta da parte
ctibica de baixo tem medida igual ao dobro da medida da
aresta da parte ctibica de cima. A torneira utilizada para
encher o depésito tem vazdo constante e levou 8 minutos
para encher metade da parte de baixo.

pmmmd e

Quantos minutos essa torneira levard para encher com-
pletamente o restante do depésito?

a) 8.
b) 10.
o) 16.
d) 18.
e) 24.

Exercicio 19. Considere um prisma regular reto de base

hexagonal tal que a razdo entre a aresta da base e a aresta
3

lateral é g Aumentando-se a aresta da base em 2cm e

mantendo-se a aresta lateral, o volume do prisma ficarad
aumentado de 108cm®. O volume do prisma original é

a) 18cm3.
b) 36cm3.
c) 18v/3cm?.
d) 36v/3cm?.
e) 40cm3.

Exercicio 20. Francisco acaba de aprender em sua aula
de geometria espacial a Relagdo de Euler para poliedros
convexos:

V4+F=A+2.

Na equacédo acima, V, A e F representam o nuimero de
vértices, de arestas e de faces do poliedro, respectivamente.
Podemos verificar que a Relagao de Euler é valida no cubo
abaixo, pois existem 6 faces, 12 arestas, 8 vértices e

V+F=8+6=12+2=A+2.

Jodo decidiu verificar a Relagdo de Euler em outro polie-
dro obtido de um cubo de madeira. Ele marcou os pontos
médios de cada aresta e, em cada face, os uniu formando
quadrados, como mostra a figura abaixo. Em seguida, ele
cortou as 8 pirdmides formadas em torno de cada vértice
obtendo um novo poliedro. Determine:
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a) o novo numero de vértices;
b) o novo ntimero de arestas;

¢) o novo numero de faces.
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Respostas e Solugdes.

1. Utilizando a relagdo de Euler, temos V 4+ 6 = 12 42,
segue que V = 8, ou seja, este poliedro tem 8 vértices.
Perceba que o poliedro em questdo pode ser um cubo.

2. Como sdo 5 faces quadrangulares e 4 faces triangulares,

5-4+4-3

o total de arestas é = 16. Usando a relagdo de

Euler, temos V 49 = 16 + 2, segue que V = 9, ou seja,
sdo 9 vértices. A figura a seguir mostra um poliedro com
tais caracteristicas.

3. Usando a relacdo de Euler e sabendo que V = F, temos
F+F =10+ 2, segue que F = 6, ou seja, sdo 6 faces. A
figura mostra um poliedro com tais caracteristicas.

4. Temos A = V + 6. Usando a relagéo de Euler, ficamos
com V +F = (V +6) + 2, segue que F = 8, ou seja, sdo
8 faces. A figura a seguir mostra um poliedro com tais
caracteristicas.

5. (Extraido da Video Aula)

S = 2n(V-2)
16nr = 2n(V-2)
58 = V-2

V = 60.

Portanto, sdo 60 vértices.

6.

(@) A=6a%>=6-4>=96cm?.
(b) V =a%=4%=64cm5.

() D =4v3cm.

7.
A = 54
6a> = 54
2 = 9
a = =£3.

Portanto, a medida da aresta do cubo é 3cm.

8.
(a)
A = 2(3-4+3-5+4-5)
= 2(124+15+20)
= 2-47
= 94cm?.

(b) V=3-4.5=60cm?.

() D=+32+42+52=+/50=5y2cm.

9. Chamando de ¢t o nimero de faces triangulares e g
o nuimero de faces quadrangulares, temos que F =t + 4.
Usando a relagdo de Euler, ficamos com 10+ f + g = 20 4
3t +4q
2T _ 9
2 0,

ou seja, 3t 4+ 4q = 40. Resolvendo o sistema com as duas
equagdes obtidas, chegamos a t = 8 e g4 = 4, ou seja, sdo
8 faces triangulares e 4 faces quadrangulares. A figura
mostra um poliedro com tais caracteristicas.

2, segue que t 4+ q = 12. Temos também que
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10.
a) S =360°(V —2) = 360°(4 — 2) = 720°.
b) S =360°(V —2) = 360°(8 — 2) = 2160°.
Q) S =360°(V —2) = 360°(6 — 2) = 1440°.
d) S =360°(V —2) = 360°(20 — 2) = 6480°.
) S =360°(V —2) = 360°(12 — 2) = 3600°.

11. (Extraido da Video Aula)

a) Sabemos que o cubo tem 8 vértices, 12 arestas e 6
faces. Perceba que em cada vértice truncado, o préprio
deixa de existir, mas outros 3 aparecem, ou seja, sdo
8 -3 = 24 vértices. Em cada vértice truncado surgem

3 novas arestas, segue que sdo 12 + 8 - 3 = 36 arestas.

Como surgem 8 novas faces (planos), o total passa a
ser 6 + 8 = 14 faces.

b) O total de segmentos que podemos tragar utilizando

dois pontos quaisquer dentre os 24 vértices do poliedro
24!

= 276. Mas as 36 arestas, incluidas

22121
nesta contangem, ndo sdo diagonais, assim com as

€ Coyp =

8-5
diagonais das faces octogonais, que sdo 6 - — = 120.

Assim, o total de diagonais é 276 — 36 — 120 = 120.

12. Chamando o comprimento de cada aresta de 4, o
comprimento de todas elas é 124a. Cada diagonal de uma
face mede av/2 e, como sdo duas por face, o comprimento
total das diagonais é 12a1/2. Cada diagonal do cubo mede
av/3 e, como sdo quatro diagonais, o comprimento total
das diagonais do cubo é 44+/3. Temos entdo

12a+12av2 +4avV/3 = 32

32

124+ 12v2 + 43
8

343V2+3

8
aB13V2tV3)

13. Considerando o tetraedro ABCD, vamos projetar
o vértice D sobre a base ABC, nomeando esse ponto de
E. Como o tetraedro é regular, o ponto E é o circuncen-
tro do tridngulo ABC. O segmento EB é o raio desse

2.12v/3
2

tridngulo, retangulo em E, DEB. Chamando a altura do
tetraedro de & e aplicando o teorema de Pitdgoras neste
triangulo, temos

Portanto, a medida é

circuncirculo e vale = 4+/3. Temos, assim, o

D
E
L
A B
24 (4V3)?2 = 122
W +48 = 144
® o= 9

h = 46
Temos entdo que a altura de um tetraedro regular de 12cm

é 4+/6cm.

14. Inicialmente, vamos calcular a 4rea da base. Pela
figura, temos que a altura DE da base é 4 -sin45° =

2\/§cm.
D 5V2 c

45°
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Assim, o volume V do prisma é 10 - 2v/2 - 5v/2 = 200cm®.
15.  Vy = 1,2A,-0,9h = 1,08A,h = 1,08V, ou seja,

Vi
- _1,08.
‘/i 4

16. (Extraido do ENEM - 2014)

h-1,25-24-1,25-24 = 40-24-24
h-1,25-1,25 = 40

-

h p—

40
1,25-1,25
25, 6.

Como a altura da nova lata deve ser 25, 6cm, sua reducdo

207256 _ ) 36, ou seja, 36%.

tual d d
percentual deve ser de 0

Resposta D.

17. (Extraido do ENEM - 2014) A largura da base é
6+5 »

20 = 220m3. Como 1 tonelada ocupa 2 metros ctibicos, a

6—2-0,5 = 5m. Entdao o volume do silo é

capacidade do silo é - = 110 metros ctibicos. Resposta
A.

18. Seja v = a® o volume da menor parte, o volume

da maior parte serd V = (24)3 = 84a%. Assim, como o
volume da parte menor é 8 vezes menor que o volume da
parte maior, seu tempo serd 8 vezes menor. Como o maior
enche em 8 + 8 = 16min, a menor enche em 2min. Para o
restante do depésito, sdo 8 4 2 = 10min. Resposta B.

19. (Extraido da EsPCEx - 2013) Temos que a;, = a17 e
2 3
o volume inicial é V, = 3(a) ﬁal = (111)2\/5. Aumen-
tando a aresta da base, temos:
2 2
V,+108 = M -
3(0[? + 2)2\/§
V,+108 = 5 -a
3
V,+108 = (“’)2\/5 +6(a;)* + 6v/3a;
108 = 6(a)?+6V3a

(a;)> +V3a;—18 = 0
2V/3.

Como a; = 2\/5 é a medida da aresta lateral, pois é a tinica
solugdo positiva da equagdo do segundo grau encontrada,

(@)V3 _ (2v3)V5
2 2

a =

o volume original é V, = = 18cm?.

Resposta A.

20. (Extraido do Banco de Problemas 2015)

a) Os vértices do novo poliedro sdo exatamente os pontos
médios das arestas do cubo original. Como o cubo tem
12 arestas, o novo poliedro possui 12 vértices.

b) Cada aresta do novo poliedro é um lado de um dos
quadrados formados nas faces. Como o cubo possui
6 faces e cada uma delas possui os 4 lados de um dos
quadrados, o total de arestas procurado é 4 - 6 = 24.

c) Existem 8 faces triangulares que sdo as bases das
piramides removidas e 6 faces quadradas formadas
nas faces do cubo original. Temos entdo 8 +6 = 14
faces.

Veja que a Relagdo de Euler é vélida também para esse
novo poliedro, pois

V4+F=124+14=2442=A+2.
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