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1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Define-se, para sequéncias, o operador A, cha-
mado de operador diferenca, por Aa, = a,41 — ay.

i) Dizemos que uma sequéncia (a,) é uma progressdo
aritmética se, e somente se, Aa, = a,,1 — a, é constante;

ii) Uma sequéncia na qual as diferencas Aa, = a,41 —
a, formam uma progressao aritmética ndo constante é
chamada de progressdo aritmética de segunda ordem.

Identifique entre as sequéncias abaixo aquelas que sdo pro-
gressOes aritméticas de segunda ordem.

a) (1,2,3,4,5,...) d) (1,4,9,16,25,...)

b) (1,3,6,10,15,...) e) (1,5,9,13,17,...)

Q) (1,2,4,8,16,32,...)

Exercicio 2. Foram repartidas cem medidas de trigo entre
cinco pessoas de modo que, apéds elas serem ordenadas da
que recebeu menos para a que recebeu mais, cada pessoa rece-
beu a mais que a anterior a mesma quantidade de trigo que a
segunda recebeu a mais que a primeira. Além disso, as duas
primeiras juntas receberam sete vezes a soma das medidas
das trés dltimas juntas. Quanto recebeu cada pessoa?

Exercicio 3. Qual o ntmero de termos da sequéncia
(71,72,75,80,87,...,2007)?

Exercicio 4. “Numeros triangulares” sdo ntimeros que po-
dem ser representados por pontos arranjados na forma de
tridngulos equildteros. Apresentamos a seguir os primeiros
nameros triangulares e definimos como T}, a representacdo
do n-ésimo ntimero triangular, entdo Ty =1, I, = 3, T3 = 6,
Ty = 10, e assim por diante.

Qual valor de Tygg?

Exercicio 5. O tridngulo aritmético de Fibonacci é formado
pelos nimeros impares inteiros positivos a partir do 1 dispos-
tos em linhas com ordem crescente em cada linha e pulando
para a linha seguinte. A linha # possui exatamente 7 ntimeros.
Veja as quatro primeiras linhas.

Linha 1 : 1
Linha 2 : 35
Linha 3 : 7911
Linha 4 : 131517 19

Em qual linha aparecera o 2013?

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 6. A sequéncia a, = (1,3, 7,13,21,---) é uma PA.
de 27 ordem. Sendo assim, calcule o valor de ay.

Exercicio 7. A figura abaixo mostra castelos de cartas de 1,
2 e 3 andares. De quantos baralhos de 52 cartas precisamos,
no minimo, para formar um castelo de 10 andares?

Exercicio 8. E dada uma sequéncia (an), que ndo é neces-
sariamente uma P.A., com a4; = 3 e ap = 5. Sabe-se que
as diferencas b, = 4,11 — a, formam uma P.A. de razéo 3.
Sendo assim, qual o valor de ag?

Exercicio 9. Para 31 galinhas, planejou-se uma mesma
quantidade de alimento a base de 100 gramas semanais para
cada uma delas durante certo tempo. Entretanto, como a
cada semana o niimero de galinhas diminuia em uma uni-
dade, a reserva de alimento durou o dobro do planejado.
Pergunta-se

a) seja g, a quantidade de alimento no estoque para a se-
mana 7,

b) qual a quantidade de alimento foi reservada?
¢) para quanto tempo foi reservado o alimento?

d) por quanto tempo durou o alimento reservado?

Exercicio 10. Considere a sequéncia (a,), n > 1 definida
como indicado abaixo:

a =1 a) O termo apg é a soma de
ay =2+3 10 ir{t?iros consecutivosl.
4= 4+546 Qual é o menor e o qua

é 0 maior desses inteiros?
a,=7+84+94+10
b) Calcule ayp.

c) Fornega uma expressao
geral para o termo a,.

Exercicio 11. Considere as figuras abaixo com 1, 5, 13 e 25
quadradinhos unitdrios ndo sobrepostos. _

O ] C [

Caso o padréo seja mantido:

a) quantos quadradinhos unitarios haverd na préxima figura
(figura 5)?

b) qual a férmula f,, do total de quadradinhos unitarios em
cada figura?

¢) quantos quadrinhos unitarios haverd na centésima pri-
meira figura?
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3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 12. Uma seqiiéncia de ntiimeros reais é dita uma
progressao aritmética de segunda ordem quando a seqiiéncia
formada pelas diferencas entre termos sucessivos for uma
progressdo aritmética. Assinale a alternativa na qual se encon-
tra parte de uma progressdo aritmética de segunda ordem.

a) (0,5,12,21,23)
b) (6,8,15,27,44)
o) (—3,0,4,5,8)
d) (7,3,2,0,—1)
e) (2,4,8,20,30)

Exercicio 13. Considere a figura, onde estdo sobrepostos
os quadrados OX171Y7, OX2Z,Y5, OX373Y3, OX4Z4Yy, ...,
OXnZyYy, ..., formados por pequenos segmentos medindo 1
cm cada um. Sejam Aj, e P, a drea e o perimetro, respectiva-
mente, do n-ésimo quadrado.

: 7 E Escala

Y G 4

4 Ilcm
Y3 o o Zy ®

z

Y, 29 ¢ Iem
Y 4 Z, ¢ ¢

r—o—a—0—0 ————=-

X, X, X5 Xy X,

a) Mostre que a sequéncia (P, P, ..., Py, ...) é uma pro-
gressdo aritmética, determinando seu termo geral, em
funcdo de n, e sua razao.

b) Considere a sequéncia (By,By,...,By,...), definida por

B, = =2 . Calcule By, By e B;. Calcule, também, a

Py
soma dos 40 primeiros termos dessa sequéncia, isto é,

Bi+By+...+ By .

Exercicio 14. Temos 27 caixas em fila e cada uma delas
contém pelo menos 12 bolinhas. A operacdo permitida é
transferir uma bolinha de uma caixa para sua vizinha da
direita, se essa vizinha da direita tem mais bolinhas. Dizemos
que uma distribuigdo inicial das bolinhas é feliz se é possivel,
mediante uma sucessdo de operag¢des permitidas, fazer com
que todas as bolinhas fiquem numa mesma caixa. Determine
0 menor numero total de bolinhas de uma distribuigdo inicial

feliz.
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Respostas e Solugdes.
1. Estudaremos os operadores diferenca em cada item:

a) Como A, = (n+1) —n =1 é constante, entdo a sequéncia
é uma PA.

b) Como A, =n+1e(2,3,4,...) éuma PA,, essa sequéncia
é uma P.A. de 27 ordem.

¢) Temos A = 2"l —2" = 2" A sequéncia ndo é uma
P.A., pois o operador diferenga ndo é constante. Além
disso, ela também nédo é uma P.A. de segunda ordem,
pois a sequéncia gerada pelo operador diferenga, a saber,
(1,2,4,...), ndo é uma PA.

d) Como A, = (n+1)>-n*>=2n+1e(3,57,9,...) é uma
P.A., essa sequéncia é uma P.A. de 2% ordem.

e) Como A, = 4 para todo n, entdo a sequéncia é uma P.A..

2. (Adaptado de um problema do Papiro egipcio de Rind)
As quantidades de medidas de trigo recebidas pelas pessoas
formam uma progressao aritmética de 5 termos na qual a
soma dos 3 dltimos termos é igual a sete vezes a soma dos
2 primeiros. Sejam a —2d, a — d, a, a +d, a + 2d as medidas
de trigo. A soma dos 5 termos é 5a = 100, portanto uma das
pessoas recebe 20 medidas de trigo. Além disso, temos que

a+(a+d) +(a+2d) =7-[(a—2d)+ (a—d)]

55 .
e, como a = 20, encontramos d = —. Dai as medidas de

5 65 175 115

366 e

3. (Extraido do vestibular da ESPM (SP))

Podemos escrever uma nova sequéncia com 7 termos (um
termo a menos que a do enunciado) observando apenas as
diferengas entre os termos sucessivos (destacando a “razdo”
da P.A. de 2% ordem) ficando com

trigo distribuidas foram

(1,3,5,7,...,2n — 1),

sendo 1 a ordem do termo na sequéncia dos niimeros impares.
Agora, cada a,41, com n > 1, na sequéncia original pode
ser escrito como 71 mais a soma dos impares de 1 até o
(n)—ésimo impar, isto é,

Ay =71+ (1+3+...+2n-1).
Dai, fazemos

2007 =71+ (1+3+...+2n—1)

1+2n—-1)-
2007 = 71 + W
2n-n
1936 =
2

1936 = n?

n = +v1936

n = +44.

Como n é positivo, n = 44 e existem n + 1 = 45 termos.

4. Somando as quantidades de pontos das linhas de cada
tridngulo, cada ntiimero triangular n é a soma de 1 até o
inteiro positivo n:

=1
=142

Iy =14+2+3+4

(1 + 100) - 100
TlOO = f

= 5050.

5. (Adaptado da OBM — 2013)

Note que na linha k aparecem exatamente os k impares que

ainda ndo estdo nas linhas anteriores e que o dltimo niimero

j-G+1)
2

impar. Dessa forma, temos que os k impares da linha k

estdo compreendidos no intervalo de [(k_zl)k + 1} até

{(k+1)-k

impar de uma linha j qualquer é o —ésimo

2
mos sua linha, devemos encontrar k inteiro que satisfaga:

] . Como 2013 é o 1007° impar, para encontrar-

W+1<1007<(k+2$.

A primeira desigualdade implica que (k —1)? = k(k — 1) —
(k—1) < k(k—1) < 2-1006, ou seja, k < /2012 +1 < 46.
2
A segunda desigualdade implica que g < <k—|— ;) e
v8057 1
2

—3 < k. O tnico inteiro nesse

consequentemente

intervalo é k = 45.

6. Destacando a sequéncia b, das variagdes entre termos
sucessivos obtemos

(2,4,6,8,...),
que é uma P.A. de razdo 2. Entdo podemos escrever que

ay =a1+by+by+...+ by
(b1 +b19) - 19

2
(by + b1 +18d) - 19

2

(2b1 4+ 18d) - 19

2
=14+ (b1 +9d)-19
=1+(24+9-2)-19
=14 380
= 381.

=1+

=1+

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



7. (Extraido do vestibular da FGV)
Analisando a sequéncia a, das figuras temos que

a =2

ap=24+1+4=7

a3 =24+1+4+24+6=15
a3=2+(1+2)+(4+6)=15

Para os préximos termos,

a4 =2+1+4424+6+3+8=26

ag =2+ (14+2+3)+(4+6+8) =26

a5 =2+14+44+24+6+3+8+4+10=40

a5 =2+ (14+24+3+4)+ (4+6+8+10) =40

Nas somas anteriores, destacamos separadamente as conta-
gens das cartas usadas como paredes e das cartas usadas no
chdo de cada andar do castelo. Queremos agora estudar a
sequeéncia

(2,7,15,26,40, ...).

A variagdo b, entre termos sucessivos pode ser listada em
(5,8,11,14,...).

Perceba que a segunda progressdo é uma P.A. e a sequéncia
original é uma P.A. de 2* ordem.
Para calcularmos o ay¢:

apg=a +by+br+...+ b

:2+(5+§9)-9

=5+17-9
= 158.

Dai, como 352 < 158 < 4 - 52, precisa-se de no minimo
quatro baralhos de 52 cartas.

8. (Extraido do Site TutorBrasil)

Perceba que a sequéncia a, é uma P.A. de segunda ordem.
Assim, podemos escrever by = a; —a; =5—3 =2 e como b,
é uma P.A. de razdo 3, podemos lista-la:

(2,5,8,11, 14,17, 20,...)
Fazendo n variar de 2 a 7 na sequéncia
Apy1 = by +ay
chegaremos em ag como

n=2 =a3=by+a,=5+5=10

n=3 = a,=b3+a3=8+10=18
n=4 —as=by+a,=11+18=29
n=5 = a¢g=>0b;5+a5=14+29 =43
n=6 = ay=bg+as=17+43 =060
n=7 = ag = by +a; =20+ 60 = 80.

9. A quantidade g; de alimento era
g1 = 31-100 - t = 3100¢,

onde t é o tempo inicialmente planejado do enunciado. Entre-
tanto, na segunda semana, foram gastos 100 g a menos de ali-
mento, na terceira 200 g, com acumulado de 100 4 200 = 300
g, na 3? semana foram 100 4 200 4 300 = 600 g e assim suces-
sivamente. Com a perda semanal de uma galinha, podemos
escrever a sequéncia g, de alimentos no estoque como

g1 = 31-100 - t = 3100t
g2 = 3001¢ — 100
g3 = 3100t — 300
g4 = 3100t — 600

Assim, a perda semana varia com ntimeros triangulares (mul-
tiplicados por 100) e podemos escrever g, como

qn = 3100t — [100 + 200 + 300 ... +100 - (n — 1)]
qn = 3100t —100[1 +2+3+...+ (n —1)]
1+ (n—1))-(n—1)

2

g = 3100 — 100 - ¢
1))

g = 3100f — 100 - ”(”%

Como a quantidade inicial (3100¢) durou o dobro do tempo
(2t), temos que

Gar = 3100 - (2t) — 100 - 2“2’;7_1)
3100t = 3100 - (2t) — 100 - t(2t — 1)
31t = 31- (2t) — £(2t — 1)
22—t — 62t +31t =0

212 —32t =0
t(t—16) =0
t=16

(perceba que a solugdo nula ndo convém).
Assim, temos que

_1
a) gn = 3100f — 100 - %;
b) g1 = 3100 - 16 = 49600 g;

¢) t = 16 semanas; e

d) 2t = 32 semanas.
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10. (Extraido do material do PROFMAT)

a) O primeiro inteiro da soma que define a, é igual ao
numero de inteiros utilizados nos termos anteriores mais
um, isto é,

Primeiro=14+24+..4+n—-1+1
_ (I+n-1)(n-1)
- 2
n?—n+2
2

+1

E cada a, possui n parcelas, com diferenca de uma uni-
dade entre elas, portanto o tltimo inteiro é esse niimero
mais n — 1, que fica igual a

_ _ 2
(14+n—-1)(n 1)+1+n_1:n +n

Ultimo =
1mo 2 2

Portanto, para n = 10, o primeiro inteiro é 46 e o dltimo é
55.

b) Observe que ajg = 46 +47 + 48 + --- + 55 e podemos
calcula-lo como a soma de 10 termos em uma P.A., ou

46 +55) - 10
seja, ajp = % = 505.
c) Perceba que a, é a soma de n inteiros consecutivos
n?—n+2 n’+n

comecando em e terminando em

substituindo na férmula da soma da P.A. ficamos com

ay +ap)n
Sn:(lzn)
n—n+2 n*+n
()
o 2
_(nz—i—l)n
o 2
3 +n
Sn: 2

Outra solugio:

Um outra forma de calcularmos o termo geral é destacando
uma nova sequéncia b, composta pelo primeiro termos da
soma que gera cada a,. Asim temos uma P.A. de 27 ordem,
descrita abaixo. A P.A. ¢, das diferencas entre termos suces-
sivos estd logo a direita:

(1,2,4,7,11,...) e (1,2,3,4,...).
Dai, cada b,, .1 seré

byy1=14c1+c2+...+¢n
bpi1=1+1+2+...4n-1)
(1+n—-1)-(n—1)
2
n-(n—1 n?—n+2
byr1 =1+ (2 ): > .

byp1 =1+

A sequéncia da resolucdo segue igual a solugdo anterior.

11. (Adaptado do AMC)

Temos
fi=1
fo=5
f3=13
fa=25

Perceba que a sequéncia a, das diferengas entre termos su-
cessivos é uma P.A.

(4,8,12,...),
De fato, uma figura é obtida da anterior através do acréscimo
de quadradinhos aos lados e a dimensdo de uma lateral nova

é uma unidade maior que a anterior. Dai, a sequéncia f, é
uma P.A. de segunda ordem.

a) O que permite concluir que

fs =25+16 = 41.

b) Na sequéncia, o termo geral a,, fica

ap =14+ (4+8+12+---+4-(n—1))
ap=1+4-1424+3+---+(n—-1))
1+ n-1)] (n—1)

ap,=1+4- >
an:1+4w
2
c) Dai,
101- (101 —1
a101 :1+4% = 20201.

12. (Extraido do vestibular da UFC)
Construindo as sequéncias das diferencas obtemos

a) (5,7,9,2)

b) (2,7,12,17)

Q) (3,4,1,3)

d) (—4,—1,-2,—1)
e) (2,4,12,10)

Apenas (2,7,12,17) representa uma parte de uma progressao
aritmética. Portanto apenas a sequéncia (6,8,15,27,44)
contém parte de uma P. A. de segunda ordem. Sendo assim,
ficamos com a resposta na letra B.
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13. (Extraido do vestibular da UNESP)

a) Observe que P; = 4, P, = 8, P3 = 12 e, de modo geral,
P, =4 -n. Assim, podemos concluir que P, é uma P.A. de
diferenca comum (razdo) igual a 4.

b) Nessa linha, podemos escrever A} =1, Ay =4, A3 =9,
A n? n .
..., A, =n% Dai, B, = P—: iy ou seja, uma P.A.

1
de razdo T O que faz

Bl+Bz+...+B4O:

1,23, 40 _
4 4 4 T 4
1 40
(4*4)'40_41-10_205
2 o2 T

14. (Extraido da Olimpiada de Maio — 2012)

Uma ideia importante é estudar casos particulares do
problema, com menos caixas (e se quiser, menos bolas
por caixa). Se fossem s6 3 caixas, um exemplo com a
quantidade minima é obtido com 12 bolas na primeira,
13 na segunda e 15 na terceira. Para ver isso, note que a
primeira caixa deve possuir pelo menos 12 bolas e, para
que ocorra o fluxo de transferéncias total, se a diferenca
entre as duas tltimas caixas é 1, a diferenga entre a primeira
e a segunda deve ser de pelo menos 2 e assim a quanti-
dade minima de bolas é pelo menos 12+12+12+1+2 = 39.

Para o caso geral, se duas das caixas que ndo estdo nas
extremidades diferem por apenas uma unidade, o fluxo de
transferéncias entre elas é interrompido caso a da esquerda
receba uma bola ou a da direita perca uma bola. Além disso,
se a diferenga inicial entre elas for pelo menos 2, sempre
é possivel passar uma das bolas mais a esquerda para a
caixa mais a direita, pois a diferenga entre elas ao longo do
processo de transferéncias serd de pelo menos uma unidade.
Assim, uma distribui¢cdo com a quantidade minima é

(12,13,15,17,...)

Como a diferenca entre as caixas é de 2 unidades, a partir da
3% caixa, a 277 caixa terd 13 425 x 2 = 63 bolinhas. Agora, da
caixa 2 até a caixa 27, ficamos com uma progressao aritmética
com diferenca constate (razdo) 2, e soma

1 2
Sp6 = W — 988 bolinhas.
Agregando as 12 bolinhas da caixa 1, teremos com 1000
bolinhas.
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