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1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Jodo possui 22 reais e cada chocolate custa 5
reais. Qual o nimero maximo de chocolates que ele pode
comprar?

Exercicio 2. Marcos possui 171 reais e cada carrinho custa
24 reais. Qual o nimero méximo de carrinhos que ele pode
comprar?

Exercicio 3. O conjunto solu¢do em U = R da inequacédo
2x —10 > 0 é da forma (a, +0). Determine o valor de a.

Exercicio 4. O conjunto solu¢do em U = R da inequacédo
20x — 260 > 0 é da forma (a, +00). Determine o valor de a.

Exercicio 5. O conjunto solucdo em U = R da inequacéo
21x — 63 > 0 é da forma (4, +oc0). Determine o valor de a.

Exercicio 6. Jodo usa 2000 reais do seu saldrio para seus
gastos fixos em cada més. Ele deve guardar metade do
dinheiro restante em uma aplicagdo financeira. Se todo més
ele pretende depositar pelo menos 5000 reais nessa aplicagdo,
qual o valor minimo do salério do Jodo?

Exercicio 7. O conjunto solu¢do da inequagdo em U = R
2x — 8 > 2 é da forma (4, +o0). Determine o valor de 4.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 8. O conjunto solu¢do em U = R da inequacdo
12 — 2x > 2 é da forma (—oo,a). Determine o valor de a.
Exercicio 9. O conjunto solugdo em U = R da inequacédo
264 —20x > 4 é da forma (—o0,a). Determine o valor de a.
Exercicio 10. As desigualdades 21 < 7x+7elx+2 <9
admitem como conjunto solugdo o intervalo (a,b). Determine
ovalordeb —a.

Exercicio 11. Determine o conjunto solucdo em U = R das
desigualdades 160 < 25x +10 e 3x 4 6 < 81.

Exercicio 12. Qual o menor niimero natural x que verifica
as desigualdades

4x +2

< 2x+1
3

+ 4.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 13. Determine em U = R o conjunto solugdo da
desigualdade

(x —1)(x+1)+ (Bx —1)% > 6(x +2)% + (2x +1)?

Exercicio 14. Se x € (—1,1/2), entdo

X
ertence ao

x—1 P

intervalo

a) (=1/2,1)

Exercicio 16. Determine o conjunto solugdo em U = R da
desigualdade

(2x —1)% + x(x+1) +9 > 5x(x — 3) +2(x — 5)

Exercicio 17. Resolva em U = R a desigualdade

x+1 2x+3 < 3x+2
3 5 4

a
Prove que se - > 1 entdo

Exercicio 18. b

atc <g,a>0,b>0,c>0.
b+c b

Exercicio 19. Determine qual é o maior dos dois nimeros
123456 +10%7 123457 +10%

123457 + 10° © 123458 + 109

Exercicio 20. Qual é o menor inteior positivo n tal que
Vn—+/n—1<0,01

Exercicio 21. Um grilo pode dar pulos de duas distancias:
9 e 8 metros. Ele disputa uma corrida de 100 metros que vai
até a beira de um penhasco. Quantos pulos o grilo deve dar
para chegar ao fim da corrida, mas sem passar do ponto final
e cair do penhasco?

Exercicio 22. Dois inteiros positivos x e y sdo tais que:

2010  x 2011

2011 ~y < 2012
Encontre o menor valor possivel para a soma x + y.

Exercicio 23. Para entrar em um parque, um grupo com
dois homens, quatro mulheres e trés criangas pagou 226 reais,
enquanto que um grupo com trés homens, trés mulheres e
uma crianca pagou 207 reais.

a) Quanto pagaria um grupo com 8 homens, 10 mulheres e
5 criangas para entrar no parque?

b) Se os valores dos ingressos sdo todos ntimeros naturais,
quantos sdo os possiveis precos para os ingressos?

Exercicio 24. Sejam x,y dois reais quaisquer, com 0 < x <

y. Prove que
VY—x >y —Vx.
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Respostas e Solugdes.

1. Se x é a quantidade méxima de chocolates, devemos ter
5x < 22, ou seja, x < 5 Como x é um inteiro, o nimero
maéximo é 4.

2. Se x é a quantidade maxima de carrinhos, devemos ter
24x <171, ou seja, x < LT Como x é um inteiro, o nimero

maximo é 7.

3. A inequacdo é equivalente a 2x > 10, ou seja, x > 5.
Portanto, o conjunto solugdo é (5, +c0).

4. A inequagdo é equivalente a 20x > 260, ou seja, x > 13.
Portanto, o conjunto solugdo é (13, +c0).

5. A inequacdo é equivalente a 21x > 63, ou seja, x > 3.
Portanto, o conjunto solugdo é (3, +c0).

x — 2000

6. Se x é o salério de Jodao, devemos ter > 5000.

Portanto x > 12000.

7. A inequacdo é equivalente a 2x > 10, ou seja, x > 5.
Portanto, o conjunto solugdo é (5, +c0).

8. A inequagdo é equivalente a 10 > 2x, ou seja, x < 5.
Portanto, o conjunto solugdo é (—oo,5).

9. A inequacdo é equivalente a 260 > 20x, ou seja, x < 13.
Portanto, o conjunto solugdo é (—oo,13).

10. As desigualdades sdo equivalentes a 2 < x e x < 7.
Portanto, (a,b) = (2,7)eb—a =5.

11. As desigualdades sdo equivalentes a 6 < x e x < 25.
Portanto, o conjunto solugdo é (a,b) = (6,25).

12. Multiplicando a desigualdade por 6, obtemos

8x+4+6x > 6x+3+24
8x > 23
x > 23/8

Como x deve ser niimero natural, o menor valor possivel é
x =3.

13. A desigualdade pode ser reescrita como

2 —149x% —6x+1 > 6x°+24x+24+4x>+4x+1

—25 > 34x
HE R
34

Portanto, o conjunto solugdo é o intervalo (—oco, —25/34).

14. Podemos reescrever a fracdo dada como

X x—1+1
x—1
x—1 1
x—1 x-—1
1

= 1 _—
+x—l

De —1 < x < 1/2segue que -2 < x —1 < —1/2. Dai

1 1
YRR
Sy-1°572

Somando uma unidade aos membros da desigualdade ante-
rior, temos
x
<

-1 —.
<x—1 2

A resposta esta na letra C.

15. Podemos reescrever a fracdo dada como

2x+3 2x+6—-3
x+3 x+3
 2(x+3) 3
T x4+3  x+3
_ 3
7 x+3

De —2 < x < 4segue que 1 < x +3 < 7. Dai

1
1/7 < — < L
/ x+3
Multiplicando tudo por —3 e somando 2 unidades aos mem-
bros da desigualdade anterior, temos

2-3<2- X 2_3/7
x—1

ou seja,
2x+3

-1< <11/7,
x+3 /

A resposta estd na letra B.

16. Usando a propriedade distributiva, podemos reescrever
os membros da desigualdade

4> —4dx+1+x*+x+9 > 5x2—15x+2x—10
10x > —20
x > =2

Portanto, o conjunto solugdo é S = (—2, +00).

17. Multiplicando a desigualdade dada por 3-4-5 = 60,
temos a desigualdade equivalente

20(x+1)+12(2x+3) > 15(3x+2)
20x +20+24x+36 > 45x+30
26 > «x.

Portanto o conjunto solugdo é S = (—o0,26).
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18. (Extraido da Olimpiada Cearense) Comoa > bec > 0,
segue que

ac > bc
ac+ab > bc+ab
a(b+c) > bla+c)

a a-+c

b - b+c¢

19. Pelo exercicio anterior, tomando a = 123456 + 10°%?,
b = 123457 +10°% e ¢ = 1, segue que

123457 + 10999
123458 + 10999°

123456 + 10%%? -
123457 + 10999

20. (Extraido da Olimpiada Cearense) Como

1
Vi Vn—l= o

€ necessdrio que

2v/n > /n++v/n—1>100

Dai n > 2500. Para n = 2501, temos

1
V=1 =
vn 50 + /2501
1
< 50+50
— 0,01

Portanto, o menor inteiro positivo que verifica a desigualdade
én = 2501.

21. Primeira solugdo: Suponha que o grilo desse apenas
pulos de 9 metros. Em seu décimo segundo pulo ele
cairia do penhasco, pois 9-12 = 108m. Como ele pode
também dar pulos de 8 metros, basta “trocar” 8 pulos de 9
metros por pulos de 8 metros. Teriamos assim 4 pulos de
9 metros e 8 pulos de 8 metros, num total de 4 4+ 8 = 12 pulos.

Essa é a tinica combinacdo de pulos possivel, pois se o
grilo der menos que 4 pulos de 9 metros, as distancias
maximas que ele podera percorrer sem cair do penhasco sdo:
3:94+9-8=99m,2-9+10-8=98m,1-9+11-8=97me
0-9412-8 = 96m. Além disso, dando mais que 4 pulos de
9 metros, o grilo deve dar menos que 8 pulos de 8 metros e
assim as distdncias maximas que ele podera percorrer sem
cair do penhasco sdo: 5-94+6-8 =93m, 6-9+45-8 = 94m,
7-94+4-8=9m,8-94+3-8=96m,9-9+2-8 = 97m,
10:9+1-8=98me11-940:8 = 99m. Como nenhuma
dessas distancias é igual a 100, ndo existe outra combinagao.

Segunda solu¢do: Sejam x o ntimero de pulos de 9m e y
o numero de pulos de 8m. Queremos determinar x + y,
sabendo que:

100 = 9x+8y

8(x+y)+x.

Como 100 deixa resto 4 na divisdo por 8, o mesmo deve
ocorrer com o namero 8(x +y) + x. Ou seja, x deve deixar
resto 4 na divisdo por 8 pois 8(x + y) ja é mdltiplo de 8. Se
x > 4, saberemos que x é pelo menos 8-1+4 = 12 que é
o préximo nimero que deixa resto 4 por 8 depois de 4. Se
o grilo der 12 pulos de 9m, ele chegard a 9-12 = 108m e
caird do penhasco. Logo, x = 4 e ap0s sua substitui¢do na
equacdo acima, podemos concluir que y = (100 —-9-4)/8 = 8.
Portanto, o grilo deve dar 4 4- 8 = 12 pulos.

2011
22. Como 2012 <1, temos x <y eassim x =y —d, com d

inteiro positivo. De

2011—1<y—d 2012 -1
2011 y 2012
segue que
1 d 1

— e,

2012 "y 2011
Assim,

2011d < y < 20124. 1)

Se d = 1, a desigualdade ndo possui solugdo inteira.
Se d = 2, a Unica possibilidade é y = 4023. Nesse caso,
x+y = 8044. Parad > 3,

2y —d
> 4021d
> 12063.

xX+y =

Consequentemente, o valor minimo da soma é obtido com
d = 2 e nesse caso x + y = 8044.

23.

a) Seja h o prego do ingresso para homens, m o preco do in-
gresso para mulheres e ¢ o preco do ingresso para criangas.
Organizando as informagdes, temos:

2h+4m+3c = 226 (1)

3h4+3m+c = 207 (II).

Um grupo com 8 homens, 9 mulheres e 5 criangas é o
mesmo que um grupo do tipo (I) mais dois grupos do
tipo (II), ou seja, pagaria 226 + 2 - 207 = 640 reais.

b) Fazendo 2(II) — I, obtemos a equacdo 4h +2m = 188,
donde m = 94 — 2h, que, substituindo em (II), chegamos
a c = 3h —75. A solugdo para o sistema pode ser escrita
como {(h,m,c)} = {h,94 — 2h,3h — 75}. Como m = 94 —
2h > 0, segue que h < 47 e, analogamente, ¢ = 3h — 75 >
0, donde h > 25. Sendo assim, 25 < h < 47, que resulta
em 46 — 25 = 21 resultados possiveis.

24. Se p,q > 0, como

(P =g =(p—a)(p"  +p" g+ g g,
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segue que p" —q" e p — g possuem o mesmo sinal. Conse-
quentemente, dados os reais positivos p e g, para qualquer n

inteiro positivo vale que:

p>qgept >4

Assim,

VYy—X

Vy—x++x
(Vy—x+Vx)?
y—x+2y—xvx+x
2y —x/x

vV V. V V V

Vi—Vxe
VY &
Y&
Y&
0&

Como /y — x,/x > 0, o resultado segue.

Propuzipo PorR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
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