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1 Exercicios Introdutorios

Exercicio 1. Ache no tabuleiro abaixo todos os multiplos
de 2 que ndo sdo mdltiplos de 9.

111 | 178 | 9
150 | 66 | 54
77 | 153 | 162

Exercicio 2. Jodo e Maria estdo bricando de misturar
algarismos de dois ntimeros. A brincadeira funciona da
seguinte forma: Jodo escolhe um ntimero de 4 algarismos
e Maria um de 2 algarismos. Em seguida, Maria deve
formar o maior niimero possivel misturando os algarismos
desses dois niimeros e Jodo deve formar o menor niimero
possivel fazendo o mesmo. Por exemplo, se Jodo escolheu

e Maria escolheu 75, entdo o maior niimero possivel
que ela pode formar é 756554 e o menor ntimero que ele
pode formar é o 75 Agora eles mudaram de ntimeros:
Maria escolheu 8760 e Jodo escolheu 85

(a) Qual serd o nimero de 6 digitos formado por Maria?
(b) Qual serd o namero de 6 digitos formado por Jodao?

Exercicio 3. Na soma abaixo, letras iguais representam
digitos iguais e letras diferentes digitos diferentes.

X

+ X
Y Y
Z Z Z

Qual o digito representado pela letra X?

Exercicio 4. Maria acaba de ganhar uma barra enorme
de chocolate como presente de Pdscoa. Ela decide dividi-
la em pedagos para comé-la aos poucos. No primeiro dia,
ela a divide em 10 pedagos e come apenas um deles. No
segundo dia, ela divide um dos pedacos que sobraram
do dia anterior em mais 10 pedagos e come apenas um
deles. No terceiro dia, ela faz 0 mesmo, ou seja, divide um
dos pedagos que sobraram do dia anterior em 10 outros
e come apenas um deles. Ela continua repetindo esse
procedimento até a Pdscoa do ano seguinte.

a) Quantos pedagos ela terd no final do terceiro dia?

b) E possivel que ela obtenha exatamente 2014 pedacos
em algum dia?

Exercicio 5. Na figura abaixo, temos uma circunferéncia
cortada por 4 segmentos. Escreva os ntimeros de 1 até 9
nos circulos de modo que a soma dos ntimeros escritos
em cada segmento seja sempre a mesma.

Exercicio 6. Na figura abaixo, Maria arrumou 24 palitos
e formou um quadrado 3 x 3.

a) Quantos palitos ela precisaria usar para formar um
quadrado 4 x 4?

b) Qual o lado do maior quadrado que ela conseguiria for-
mar com 100 palitos? Se sobrarem palitos, determine
quantos.

Exercicio 7. Jodo possui 30 barras de chocolate com os
pesos: 2, 3 ou 4 quilos. A soma dos pesos das barras é 100
quilos. Jodo possui mais barras de 2kg ou de 4kg?
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Exercicio 8. Colorado Jones deve resolver um grande
enigma para sobreviver. Ele deve remover apenas um dos
cinco potes que estdo na sua frente, como indica a figura
abaixo, para poder abrir a porta da cdmara secreta. Ele
sabe que em cada pote existe apenas um tipo de moeda,
ouro ou prata, e que cada ntimero escrito neles representa
a quantidade de moedas em seu interior. Além disto, o
tnico pote correto que deve ser removido, faz com que
nos potes restantes o niimero de moedas de prata seja o
dobro do ntimero de moedas de ouro. Qual pote deve ser
removido?

[o] [ [o] L] [

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 9. De quantos modos podemos colocar 10 ga-
rotos e 10 garotas em uma fila de modo que pessoas do
mesmo sexo ndo fiquem juntas?

Exercicio 10. Cada um dentre os 102 estudantes em uma
escola é amigo de pelo menos outros 68 estudantes. Prove
que existem quatro estudantes que possuem o mesmo
ndmero de amigos.

Exercicio 11. Na figura abaixo, ABCD é um quadrado

de lado 12 e BE é um segmento de comprimento 16. De-
termine o comprimento do segmento AF.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 12. Considere o conjunto M =
{1,2,...,1000000} e seu subconjunto A formado
por todos os inteiros positivos da forma m? + k3 com m e
n também inteiros positivos. Quem tem mais elementos:
A ou M\ A?

Exercicio 13. Suponha que ABC seja um tridngulo
retdgulo escaleno, e P seja o ponto na hipotenusa AC
tal que ZABP = 45°. Dado que AP =1e CP = 2, calcule
a érea do tridngulo ABC.

Exercicio 14. No triangulo ABC sabe-se que ZACB =
90°, AC =20 e AB = 101. Seja D o ponto médio de BC.
Ache a area do tridngulo ADB.

Exercicio 15. Dado o quadrado ABCD de lado 2. Sejam
O o centro do quadrado e E e F os pontos médios dos
lados AB e CD. Se os segmentos FH e GE sdo iguais
e os arcos FE,EH, GO, OG, FG sdao semicircunferéncias,
encontre a drea sombreada.

Exercicio 16. Seja n um inteiro positivo. Qual o resto da
divisao do nimero 7% + 8n + 15 por n + 4?

Exercicio 17. E possivel colocarmos 1995 ntimeros natu-
rais ao redor de um circulo de modo que para quaisquer
dois nimeros vizinhos a razdo entre o maior e o menor
seja um ntmero primo?
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Exercicio 18. Na figura abaixo ABCD é um quadrado
de é4rea 64cm2 e EFGH um quadrado de é&rea 36 cm?.
Determine a drea do quadrado CMHN.

N
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Respostas e Solugdes.

1. Os mdiltiplos de 2 que ndo sdo multiplos de 9 sdo: 150
e 66.

2.
a) 887650.
b) 858760.

3. Inicialmente note que X + X +Z < 2-9 + 8 = 26. Por-
tanto, serd acrescentado na casa das dezenas no maximo
2 unidades. Como Y # Z, ao somarmos 1 ou 2 uni-
dades a Y devemos obter o ntimero de dois digitos ZZ.
Como Y +2 <942 =11, a tinica possibilidade é termos
ZZ =11, assim, Y = 9. Para que a soma 2X + Y termine
em 1 e tenha X # 1, devemos ter X = 6. De fato, esses
valores satisfazem a soma:

6
+ 6
9 9
111

4.

a) No final do primero dia, ela terd 10 — 1 = 9 pedacos.
No final do dia seguinte, ela terd 9 — 1+ 10 -1 = 17
pedacos. Do ponto de vista prético, é como se ela
tivesse acrescentado 10 —1 — 1 = 8 pedagos novos,
pois um pedago sempre é perdido para a divisdo em
10 e outro sempre é comido. No final do terceiro dia
ela acrescenta mais oito novos pedacos e passa a ter
25.

b) Como a soma sempre aumenta de 8 em 8, ap6s n dias,
a partir do dia inicial, ela terd 9 + 8n pedagos. Se for
possivel obter exatamante 2014 pedacos, devemos ter:

9+81 = 2014
. _ 2005
- =

005 . ... . . ‘
Como 35 nio é inteiro, tal dia nunca acontecera.
5. Observe que as somas dos niimeros em circulos diame-
tralmente opostos devem ser iguais pois todos os segmen-
tos compartilham o circulo central. Desconsiderando-se o
centro, a soma dos oito niimeros escritos na circunferéncia
deve ser divisivel por 4, pois eles podem ser distribuidos
em 4 pares de mesma soma. A soma total é

1+2+3+4+5+6+7+8+9 =45

Escolhendo-se 0 5 como numero central, os outros
ndmeros podem ser distribuidos nos seguintes pares
de soma 10: (1,9), (2,8), (3,7) e (4,6). Uma possivel
distribuicao seria:

Observagdo: Além do 5, os nimeros 9 e 1 também po-
deriam ocupar o centro, pois 45 -9 =36 e 45 -1 = 44
também sdo multiplos de 4. Para colocarmos o 9 no cen-
tro, bastaria dividirmos os niimeros restantes nos pares
de soma 36/4 = 9: (1,8), (2,7), (3,6) e (4,5). Para co-
locarmos o 1 no centro, bastaria dividirmos os niimeros
restantes nos pares de soma 44/4 = 11: (2,9), (3,8), (4,7)
e (5,6).

6.

a) A figura abaixo mostra que ela precisara usar 40 palitos
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b) Se quisermos formar um quadrado com o lado com-
posto por n palitos, precisaremos de n + 1 linhas de
n palitos e 1 41 colunas também de n palitos. Isso
totaliza n(n+1) +n(n+1) = 2n(n + 1) palitos. Entdo,
se

n=5 = 2n(n+1)==60;
n=6 = 2nn+1)=284
n=7 = 2nn+1)=112

Portanto, com 100 palitos, podemos formar no maximo
um quadrado com lado 6 e sobrardo 100 — 84 = 16
palitos.

7. Sejam x, y e z as quantidades de barras de 2Kg, 3Kg e
4Kg, respectivamente. Sabemos que:

x+y+z = 30
2x+3y+4z = 100.

Se multiplicarmos a primeira equacdo por 3 e a subtrair-
mos da segunda, obteremos

z—x = 10

Como z — x > 0, segue que temos mais barras de 4Kg do
que barras de 2Kg.

8. A retirada de um dos potes deve permitir que Colo-
rado Jones consiga separar os restantes em dois grupos,
sendo que em um desses grupos existe o dobro de mo-
edas do outro grupo. Se a quantidade de moedas do
menor grupo é x, a soma das moedas dos dois grupos é
x + 2x = 3x. Portanto, ja sabemos pelo menos que a reti-
rada do pote correto faz a quantidade de moedas restantes
ser um miltiplo de 3. A soma das quantidades de moedas
dos cinco potes é 81 + 71 + 41 + 37 + 35 = 265, que deixa
resto 1 na divisdo por 3. Consequentemente, para que
a remogdo de um pote torne essa quantidade multipla
de 3, o mesmo deve deixar resto 1 por 3. Dos ntimeros
apresentados, apenas 37 possui tal propriedade. Além
disso, veja que ao retird-lo, os potes restantes podem ser
divididos de dois grupos: um com soma 81 471 =2-76
e outro com soma 35 + 41 = 76. Assim, Colorado Jones
deve remover o pote de 37 moedas.

9. Considerando apenas o sexo de cada pessoa, existem
duas distribui¢des possiveis para garantir a alternancia, a
saber, ou comegamos com um garoto ou com uma garota e
as posi¢Oes restantes ficam determinadas. Feita essa esco-
lha, existem 10! possiveis distribui¢des dos garotos e, para
cada uma dessas distribuic¢des, existem 10! distribui¢oes
das garotas. Assim, pelo principio multiplicativo, existem
2-10!- 10! escolhas.

10. Quando somamos a quantidade de amigos dos es-
tudantes da escola obtemos um niimero par, pois cada
relacdo de amizade é contada duas vezes. Isso implica
na existéncia de uma quantidade par de alunos com um
nuimero impar de amigos. Cada estudante de uma escola
possui seu nimero de amigos pertencente ao conjunto
A = {68,69,...,101}. Como existem 102 pessoas e 34
opgdes para seus niimeros de amigos, se supusermos que
ndo existem quatro com o mesmo ntmero de amigos tere-
mos que cada elemento de A estd associado a exatamente
3 pessoas. Nesse caso o niimero de pessoas que possui
um nimero impar de amigos é um nimero impar, isso é
absurdo.

11. A é&rea do tridngulo ABE é AB-GE _ 72. Assim,
aplicando a mesma férmula de drea para a base BE e a
altura AF, temos:

_ AF-BE _ AF-9

72 =4,5AF.
2 2 &
. . 72
Portanto, o comprimento de AF é 15 16.
B c

12. (Extraido da Olimpiada Russa) Como m e k sdo in-
teiros positivos e m? + k3 < 10°, existem no maximo 103
possibilidades para m e 10? possibilidades para k. Assim,
o conjunto A possui menos que 10° - 10> = 10° elemen-
tos, pois nem todos os pares (m, k) com 1 < m < 103
el < k < 102 satisfazem m? + k3 < 10°. Por exemplo,
(m, k) = (10%,10?) nao satisfaz isso. Assim, o complemen-
tar de A possui mais que 10° — 10° = 9 - 10° elementos.
Como 10° < 9-10°, segue que o complementar de M\ A
possui mais elementos que A.

13. Sejam Q o ponto pertencente a BC tal que PQ || AB
e PQ = z. Note que o tridngulo BPQ é isdsceles, pois
ZPBQ = ZBPQ = 45°. Pelo Teorema de Tales, podemos
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concluir que:

x 3

z 2
2
f T3

e

Y 3

y—z 2

2y = 3y—3z
y = 3z

Assim, y = 2x. Agora, pelo Teorema de Pitdgoras no
triangulo ABC, podemos concluir que:

Pyt = (1427
2 4axr = 9
9
2 _ 2
YT 5

Portanto, temos que drea do tridngulo ABC é igual a:

x-y_x-2-x_x2_2
2 2 7 5

14. Aplicando Teorema de Pitdgoras no AABC, temos

que: BC = /(1012 — 202) = /(101 + 20) - (101 — 20) =

BC =99. Analisando agora o tridngulo ADB, de base DB
9

e altura AC, temos: [ADB] = -2 5

495.

15. Como FH = GE, temos HO = FO — FH =
OE — GE = OG. Consequentemente o semicirculo de
didmetro HO possui a mesma area do semicirculo de
didmetro OG. Além disso, a 4rea entre os arcos FG e HO
é igual a drea entre os arcos GO e HE. Consequentemente,
a 4rea procurada corresponde a drea de um semicirculo
de didmetro FE. Como o raio do semégirculo de didmetro
s

FE mede 1, a 4rea sombreada mede - = 27t.

. Portanto, [ADB] =

16. Como n?+8n+15 = (n+3)(n+4)+(n+3) e
0 <n+3 < n+4, segue que o resto é n + 3.

17. (Extraido da Olimpiada Russa) Suponha, por absurdo,
que isso seja possivel e denotemos por ag, a1, . .., 21995 =
ap tais inteiros. Entdo, para k =1,...,1995, ”’;;1 é primo
ou o inverso de um primo. Suponha que a primeira
situagdo ocorra m vezes e a segunda ocorra 1995 — m
vezes entre esses quocientes. Como o produto de todos
os nimeros da forma a’;—;l, parak =1,...,1995 é igual
a 1, podemos concluir que o produto de m primos deve
ser igual ao produto de 1995 — m primos. Em virtude da
fatoragdo tinica, m = 1995 — m. Um absurdo, pois 1995 é
impar.

18. (Extraido da OBM) Analisando os angulos da figura,
temos:

/BCM = 90°— /BMC
= 90° — (180° — 90° — ZHME)
/BCM /HME

Como ZCBM = ZMEH = 90° e CM = MH temos
ACBM = AMEH. Sejam x, y, z os lados dos quadrados
ABCD, EFGH, CMHN, respectivamente. Dai, podemos
concluir que: x> = 64cm? e y*> = 36cm?. Aplicando o
Teorema de Pitdgoras no ACBM, obtemos

22 = x*+BM?

= K24 yz
64cm? + 36cm?
100cm®

Portanto, a 4rea do quadrado CMHN é igual a 100cm?.

Propuzipo POR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
CONTATO@CURSOARQUIMEDES.COM
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