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Matrizes e Sistemas Lineares
Operagdes com Matrizes

1 Exercicios Introdutodrios

Exercicio 1. Se

Encontre o valor de
(@ 2-A.

(b) 1/2-A.

(0 =3-A.

Exercicio 2. Considere as matrizes

1 2 3 -3
A= e B=
2 =2 -4 2
Determine
a) A+ B.
b) A—-B
c) A-B.

Exercicio 3. Considere as matrizes

1 2 3
A = ,

2 =2 7

4 5 6
B = ,

1 2 3

10 2 3
cC =

1 4 5

Determine o valor de A + B + C.
Exercicio 4. Se

010
A= 0 0 1
000

determine o valor de

I+A+AZ+ A3+, 4+ A0

Exercicio 5. Determine os produtos de matrizes:

(a)

3 -3
1 2 3
-4 2
2 -2 4
2 1
(b)
1 2
2 =2 3 01 3
4 2 —4 2 4 5
3 5
()
1 0 0 0
00 10
Exercicio 6. Se
1 1
A:
01

(a) Determine AZ2.
(b) Determine A3
(c) Determine A", paran € IN

Exercicio 7. Determine 4, b, c e d tais que

2 =2 c d -2 =2

Exercicio 8. Determine x e y de modo que as matrizes

31 y —1/2
A= B =

4 x -2 3/2

satisfacam AB = BA.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 9. Considere as matrizes quadradas A = (a;;)3x3
e B = (bjj)3x3 que satisfazem

{Ill']‘ = iz +j2 e bz] = 21]

Determine a soma dos elementos da diagonal principal de
A+ B.
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Exercicio 10. Determine x e ¥ de modo que

y O x 4 3 4

Exercicio 11. Determine x e ¥ de modo que

Exercicio 12. Encontre uma matriz A = (a;;)2x2, com coefi-
cientes reais, tal que

air a4 1 4
az1 an» 2 5

Exercicio 13. As matrizes A = (4;j)3x3 € B = (b;j)3x3 satis-
fazem a;; = ij e bj; = % Determine a matriz C = A - B.

Exercicio 14. Se

01 0 0

0 0 10
A=

0 0 0 1

0 0 0 O

Determine A*.

Exercicio 15. Se A = (ﬂij)zxz é uma matriz tal que A2 =0,
determine o aq1 + ap;.

Exercicio 16. Determine o valor de abcd se as matrizes

a+b

:
|
S§

sdo iguais.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 17. Se

cos sen o

—sena Ccosu

determine A", paran € IN.

Exercicio 18. Prove que se A e B sdo matrizes quadradas
de mesma ordem com AB = BA entdo

(@) (A+B)2=A2+2AB+ B2
(b) A2—-B?2=(A+B)(A-B).
© (A+B)"=xr,(HAB" "

Exercicio 19. Determine todas as matrizes com coeficientes
reais que comutam com

11
K= ,
01
Exercicio 20. Prove que
a b
A= ,
c d

satisfaz a equacao x? — (a +d)x + (ad — bc) = 0.

Exercicio 21. Dada a matriz

e o polinémio p(x) = x216 4 x2017 determina os elementos
da matriz p(A).
Exercicio 22. Considere a sequéncia de Fibonacci definida

por:
Fp=F=0eF, 11 =F+F-1.

Se
1 1
A= ,
1 0
mostre que se n € IN, entdo
An — Fﬁ+1 Fy
Fn anl
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Respostas e Solugdes.

1.
(@)
8 4
A:
12 8
(b)
21
A:
3 2
-12 -6
A=
-18 -12
(o)
2. Temos
4 -1
a) A+B=
-2 0
-2 5
b) A—B=
6 —4
-5 1
c)
14 -10
3. Temos
1+4+10 2+54+42 34643
A+B+C =

2+1+1 -2+2+4 7+3+5

15 9 12

4 4 15

4. Perceba que

0 0 O
Portanto,
I+A+A2Z+ A3+, 4 A0 —
[+A+ A%
1 1 1
01 1
0 0 1
5.
(a)
1 4
22 —6
(b)
-5 4 10 13
14 -4 -6 —4
4 4 12 22
—11 10 23 34
()
0 0
0 0
6.
(a)
1 2
A% =
01
(b)
A3 = A%.A
1 2 1 1
0 1 0 1
1 3
0 1
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(c) Suponha que para k € IN, tenhamos

1 k
AF =
0 1
Entao
Ak+1 _ Ak A
1 k 1 1
0 1 0 1
1 k+1
0 1
Portanto,
1 n
A" = ,
0 1

para todon € N

7. A multiplicagdo das duas primeiras matrizes produz

a+2c b+2d
2a—2c 2b—2d

Portanto, precisamos resolver o sistema:

a+2c=5
b+2d=7
20 —2¢c= -2
2b—2d = -2

Resolvendo o sistema anterior, encontramos a =1, b =5/3,
c=2ed=28/3.

8. Temos
31 y —1/2
AB =
4 x -2 3/2
3y—2 0
4y —2x —2+43x/2

Analogamente, temos

3y—2 y—x/2

BA =
0 —2+3x/2
Para que ocorra a igualdade, devemos ter 4y —2x = 0 e

y —x/2 = 0. Essas equagdes sdo equivalentes e assim para
qualquer par (x,y) com x = 2y occorre a igualdade.

9. Se ¢jj denota as entradas da matriz soma, temos

i = P4 +2if
= (i+))>
Portanto,
citenton = 22+47+6
56.

10. A soma das matrizes é igual a

1 3x+2y
x+y 4
Para que ocorra a igualdade, devemos ter
3x+2y=28
x+y=3
Resolvendo o sistema anterior, obtemos x =2 ey = 1.
11. O produto das duas primeiras matrizes é
2x+y
3x + 4y

Queremos que
2x+y =3
3x+4y=7

A solugdo desse sistema é (x,y) = (1,1).

12. O produto das duas primeiras matrizes é

a1 +2a1p

ap1 + 2ap
Queremos que

ay1 +2app =4

a1 +2ay» =5
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Uma solugédo do sistema anterior é a;;y = 4eay = 5. A
solucdo geral é

(a11,a12,a01,a2) = (4 — 2t,,5 — 2k, k),
com t e k reais.
13. Se ¢;j sdo as entradas da matriz C, entdo

ai1b1j + aipbaj + aizbs;
— Qi
= 3ij

C,']’ =

3aij
Portanto, C = 3A.

14. Podemos encontrar as poténcias de A recursivamente

0010
2 0001
0000
0000
AP = A%.A
0001
0000
R 0000
0000
A = A%.A
0000
B 0000
R 0000
0000

15. Se ¢;j denotam as entradas da matriz A?, entdo

0-0 = oc11—c2
— 2 2
= in—ap
Portanto, a11 = Fap. Se aj1 = —ayy, entdo ay1 +ax» = 0.

Consideremos agora o caso 417 = a4z com aj; # 0. Anali-
sando as entradas cq, e cp1, obtemos

0 = (12
= 2a11-an

0 = C21
= 2a11-ap
Como aq; # 0, entdo a1 = a7 = 0. Logo, A? 6 uma matriz

: 2 02 — g2 moli —
diagonal de entradas a7, e a5, = af;. Isso implica que a;; = 0
e temos um absurdo. Consequentemente, 411 4 a2 = 0.

16. Como as mmatrizes sdo iguais, podemos construir o
sistema

a+b=>5
c+d=3
a—b=3
c—d=-1

Resolvendo o sistema anterior, obtemosa =4, b=1,c=1e
d = 2. Assim, abcd = 8.

17. Suponha que dado k € IN tenhamos

coska  senku
AF =
—senka coska
Dai,
Ak+1 Ak‘ A
coska  senkn cosa  senw«
—senkx coska —sena  Cosw
cos(k+1)a  sen(k+1)a
—sen(k+1)a cos(k+1)a
Portanto,
cosnx  sennw
A" =
—senna cosnw

para todon € IN

18.
(a) Pela propriedade de distributividade e da relagdo AB =
BA, temos
(A+B)(A+B) =
A%+ AB+BA+B?
A% +2AB+ B2
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(b) Pela propriedade de distributividade e da relagdo AB =

BA, temos
(A+B)(A-B) =
A?>+BA— AB— B?
A% — B2,

() Suponha que para k € IN tenhamos

(A+B)f = i (’;) A'B*

i=0

Portanto, pela propriedade de distributividade, temos

(A+B)!' = (A+B). (i <k> AiBEi)
i=0 \!
— iio (ll‘) i1k +ié (i‘) BAIBk-i

Como AB = BA, segue que BA'B¥—1 = AIBF+1-i, Além
disso, pela relagdo de Stifel,

<lf1>+(lz(> - (kf)

Assim, o somatoério anterior pode ser reorganizado, fa-
zendoi =1 —1, como

kil (k + 1) Al gkt
o\ 1

Isso mostra que a férmula dada também serve para k + 1.
Segue que valerd para todo n € IN.

19. Suponha que

a b
T = ,

c d
comuta com K, entdo
a a+b

= TK
c c+d

= KT

a+c b+d
c d

Uma condicdo necessaria e suficiente para que elas comutem
¢é que

a = a+c
a+b = b+d
c+d = d

Portanto ¢ = 0 e a = d. Dai, as matrizes que comutam com K
sdo as matrizes da forma

com a e b reais.

20.

A2 —(a+d)A+ (ad —bo)l =

a2 +bc ab+bd a2 +ad ab+bd
—~ +

ac+dc  be+ d? ac+cd ad+ d?

ad —bc ad — bc
+ =

ad —bc ad — bc

0 0

0 0

21. Calculemos inicialmente as primeiras poténcias de A:

-1 -1
A? =
1 0
Dai,
AP = A% A
-1 -1 -1 -1
1 0 1 0
-1 0
0 -1
= —I
Assim
P(A) _ A2016+A2017

(A3)672 + (A3)672 . A
— (*1)672+(*I)672'A
I+A

0 -1
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22. Calculemos inicialmente as primeiras poténcias de A:

o 21
10
Dai,
A = A% A
21 11
R 11 10
3 2
B 21
= —I
Suponha que para k € IN
Ak Feyr o K
B Fq
Entdo
AT ak
Fr  F 11
) F  F 10

Fey1+F Fep

Fe+F_1 Fq
Fevo By
F K

Portanto a afirmacéo vale para todo n € IN.
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