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Trigonometria III
Fungdes Trigonométricas

1 Exercicios Introdutodrios

Exercicio 1. Seja x um ntimero real. Prove cada uma das
identidades abaixo.

Exercicio 2. Seja x um numero real. Prove cada uma das
identidades abaixo.

(@) sen(m/2+ x) = cos(x)

(b) sen(37/2 —x) = — cos(x)
(c) cos(m/24 x) = —sen(x)
(d) cos(37/2 —x) = —sen(x)

Exercicio 3. Determine todos os valores distintos de
coskm/3 parak € Z.

Exercicio 4. Para quais valores x € R temos sen(x) > 1/2?

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 5. Seja f : R — R uma funcdo que satisfaz a
seguinte relagdo:

fa+3)+f(x) =1

para todo x € R. Prove que f é uma fungdo periédica.
Exercicio 6. Seja f : R — R uma fung¢do definida por

f(x) = sen(x) + cos(ax).

Prove que se f é periddica entdo « é racional.
Exercicio 7. Seja f : R>9 — R uma funcao definida por

£(x) = sen(v/%).

Prove que f é uma fung¢do néo periddica.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 8. Seja f : R — R uma fungdo dada por

f(x) = cos(x) + cos <x\2/§> .

Prove que f ndo é uma funcdo periédica.

Exercicio 9. Sejan € N e sejam a1, 4y, ...,a, nimeros reais
fixos. Considere uma funcéo f definida por

_cos(ay +x) | cos(az + x) cos(ay + x)
flx) = —=5 o v

Sejam x1, x, numeros reais tais que f(x1) = f(x2) = 0. Mos-
tre que existe m € Z tal que x; — x, = mmt.
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Respostas e Solugdes.

1. Para qualquer angulo &, denote por P, o ponto da
circuferénncia trigonométrica cujo argumento é igual a «.
Observe que, se Py = (a,b), entdo temos

P(—x) = (a,—b),
P(x+m) = (—a,—D),
P(—x+m) = (—a,b).

Mas, também temos que P, = (cos(«),sen(a)) para qualquer
angulo a. Das igualdades acima, segue que

(cos(—x),sen(—x)) = (cos(x), —sen(x)),
(cos(x + ), sen(x + 1)) = (—cos(x), —sen(x)),
(cos(—x + ), sen(—x + 1)) = (— cos(x),sen(x)).

Isso prova todas as relagdes enunciadas nos itens de (a) a (d).

2.  Como no exercicio anterior, para qualquer angulo «,
denote por P, o ponto da circuferénncia trigonométrica cujo
argumento é igual a #. Denote por O o centro da circun-
feréncia trigonométrica. Observe que os segmentos OPy e
OP,; /> sdo perpendiculares. Pela relacdo entre os coefi-
cientes angulares de retas perpendiculares, temos que se
Py = (a,b), entdo Py, /» = (—b,a) e Py_ o = (b, —a) (faca
um desenho!). Dessas relagdes, segue que

(cos(x), —sen(x)). (1)

Isso prova os itens (a) e (c). Para os itens (b) e (d), observe que
37/2+a = 1w+ m/2+ a, para qualquer angulo a. Assim,
pela igualdade (??), temos

(sen(x + 1/2),cos(x + 11/2)) =

(sen(37t/2 —x),cos(3w/2 —x)) = (cos(m —

x), —sen(m —x))

Pelo exercicio 1, temos que cos(7t — x) = — cos(x) e sen(mw —

x) = sen(x). Assim, obtemos
(sen(37/2 —x),cos(3w/2 — x)) = (— cos(x), — sen(x)).

Observe que, se Py = (a,b), entdo temos

P(—x) = (a,—b),
P(x+ ) = (—a,—b),
P(—x+ ) = (—a,b).

Mas, também temos que P, = (cos(«),sen(a)) para qualquer
angulo a. Das igualdades acima, segue que

(cos(—x),sen(—x)) =
(cos(x + 1), sen(x + 7)) = (—cos(x), —sen(x)),
(cos(—x + ), sen(—x + 1)) = (— cos(x),sen(x)).

(cos(x), —sen(x)),

Isso prova todas as relagdes enunciadas nos itens de (a) a (d).

3. Veja que
cos(07t/3) =
cos(mt/3) = 1/2
cos(2m/3) = —1/2
cos(371/3) =

Para k = 4, temos que

cos(47t/3) = cos(mt + 7t/3)
= —cos(7t/3)
=-1/2.
A penultima iguadade acima segue do Exercicio 1. Para
k =5, temos que
cos(57t/3) = cos(—7/3)
= cos(7t/3)
=1/2.
A pentltima igualdade acima também segue do Exercicio
1. A partir do k > 6 e k < 0, esses valores comegam a se

repetir, ja que a fungdo cosseno é periddica e tem periodo 27.
Concluimos que
-1, 1} .

fon(5) w2} - -

4. Primeiro, lembre-se que sen(7t/6) = 1/2. A fungdo seno
é crescente no primeiro quadrante. Portanto, sen(x) > 1/2
para x € [0,71/2] se, e somente se, x € (7r/6,7/2]. No
segundo quadrante, a fun¢do seno é decrescente. Logo,
sen(x) > 1/2 para x € [r1/2, 7| se, e somente se, x €
[7t/2, 7T — 71/6) (lembre-se que sen(m — 71/6) = sen(7t/6)).
Como a fungéo seno é negativa no terceiro e quarto quadran-
tes, obtemos

{x € [0,27] : sen(x) > %} = (7;,5671) .

Pela periodicidade da funcdo seno, concluimos que os valores
de x € R tais que sen(x) > 1/2 sdo da forma

27tk + w,
ondeke€Zeac (1/6,571/6).

5. Da relagdo f(x +3) + f(x) = 1, obtemos f(x + 3) +
f(x) = f(x+6)+ f(x+3). Isso nos da

fx+6) = f(x).

Concluimos que f é uma fungao periédica de periodo 6.

11
2’2

6. Seja T o periodo de f. Entdo, temos que
sen(x + T) +cos (a(x 4+ T)) = sen(x) + cos(ax).
para todo x € R. Em particular, quando x = 0, temos
sen(T) + cos(aT) = 1. )
E, quando x = —T, temos
sen(—T) +cos (a(—T)) =1,
0 que é equivalente a
—sen(T) 4 cos (aT) =1 3)
Subtraindo (??) de (??), ficamos com
2sen(T) = 0.

Portanto, T deve ser da forma k7, onde k € Z. Substituindo
essa expressdo em (??), obtemos

cos(kma) = 1.

Concluimos que « deve ser racional.
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7. Suponha por contradicdo que f é periédica. Entdo, existe
T > 0 tal que

sen (Vx+T) =sen(v/x),

para todo x > 0. Isso implica que

Vx+T=nm++x

ou
Vx+T=nm—x,

para algum n € Z. Vamos apenas lidar com o primeiro caso,
ja que no segundo a andlise é totalmente andloga. Elevando
ao quadrado ambos os lados da primeira equagdo acima,
obtemos

x+T = (nm)?+ x4+ 2nmy/x.
Assim, devemos ter
T = (nm)® 4+ 2nmy/x,

0 que é uma contradigdo, pois assumimos que T é constante
e ndo depende de x.

8. Suponha por contradi¢do que f é uma fungdo peridédica
e denote por T o seu periodo. Como f(x+ T) = f(x) para
todo x, em particular temos f(T) = f(0) = 2. Isso nos da

cos(T) + cos (T\/§> =2.

2

Como cosseno é uma funcgdo limitada por 1, da igualdade
acima segue que

cos(T) =1 e cos (T\/?)> =1

2

Assim, devem existir k, ¢ € Z \ {0} tais que

TV3
==

T = 27tk 27k,

Isso nos déa
2/
\/g - 7
k
0 que é uma contradicdo! Pois \@ nao é racional!

9. Esse foi o problema 2 da IMO de 1969.
Relembre a férmula do cosseno da soma de dois dngulos:

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen(w) sen(p).

Usando essa férmula, note que podemos escrever f(x) =
Acos(x) 4+ Bsen(x), onde

Cos ay cosa
A = cos(ay) + > +o 4+ anln
e
Y ) cosa
B = —cos(ay) — 5 T zn—ln'

Agora, afirmamos que A e B ndo sdo ambos iguais a 0, ou
seja, a funcdo f ndo é nula em todo ponto. De fato, como
cos(a) > —1 para qualquer & € R, temos

— >1—- - — — — e — ——
> 0.

Como A e B nao sio ambos iguais a 0, temos A% + B2 > 0.
Logo, existe um angulo 7 tal que

A B
COS = e sern E N
)= ()= s

Assim, podemos escrever
f(x) = Acos(x) + Bsen(x)

= /A2 +B2. (cos(7) cos(x) 4 sen(7y) sen(x))
=\/A2+ B2 cos(x — 7).

Se f(x1) = f(x2) = 0, entdo temos

cos(x; — ) = cos(xp — ) = 0.
Isso significa que devem existir k, £ € Z tais que
x177:%+kn e x277:§+€rf.

Subtraindo uma equagédo da outra, concluimos que x; — x =
(k — £)7t, como queriamos.
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