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Introducdo ao Calculo — Fungdes — Parte 1
Monotonicidade, Méximos e Minimos
1 Exercicios Introdutorios

Exercicio 1. Para cada uma das fungdes abaixo, encontre os
valores extremos e suas respectivas imagens inversas.

@ f:R—=R,f(x)=][x]

®) f:R—=R,f(x)
© f:R—=R,f(x)

sen(x)

cos(x)

Exercicio 2. Encontre os valores maximo e minimo da
fun¢do f : R — R dada por f(x) = sen(x)cos(x). Inter-
prete o resultado geometricamente.

Exercicio 3. Encontre o valor méximo a para o qual a
equagao

cos(x) 4+ V/3sin(x) = a?

possua solugdes reais. Nesse caso, encontre também as
solucdes para essa equacao.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 4. Seja (4,),eN uma sequéncia monétona. Prove
que a sequéncia (A;),en dada por

ap+---+ay
n

Ay =

também é mondtona.

Exercicio 5. Sejam f : R - R e g : R — R duas fungdes
mondtonas. Prove que f o ¢ também é uma fungdo monétona.

Exercicio 6. Seja f : [0,1] — [0,1] uma fung¢do que satisfaz
a seguinte propriedade:

f(x) = fW] < |x =yl

para todos x,y € [0,1] distintos. Mostre que

#t f(H) =1 <1.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 7. Seja n € IN. Prove que toda sequéncia de
ntmeros reais distintos de tamanho pelo menos n? + 1
contém uma subsequéncia monétona de tamanho #n + 1. En-
contre uma sequéncia de tamanho n? que ndo satisfaz essa
propriedade.

Exercicio 8. Para todor € N e todo x > —1,

(1+x)">1+rx.

Exercicio 9. Seja f : R = R uma fun¢do quadrética defi-
nida por

f(x) =ax? +bx+c,

com a > 0. Mostre que

@ f (xl erx2> < f(xl)ﬂ;f(xz)

(b) Mais geralmente, mostre que para todo ntimero real
a € [0,1] temos

flaxy + (1 —a)xz) < af(xg) +(1—a)f(x2),

para todos x1,x3 € R.

, para todos x1,x; € R.

(c) Interprete geometricamente o item (b).
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Respostas e Solugdes.
1.

(@) A funcdo f ndo possui valor maximo pois, para todo
real 7, existe x tal que f(x) > r. Por outro lado, f(x) >
f(0) =0, para todo x real ndo-nulo. Isso implica que f
tem valor minimo igual a 0 e f~1(0) = {0}.

(b) A funcdo sen(x) é uma funcdo continua e periddica
cujo contradominio é igual a [—1,1]. Logo, seus valores
maximo e minimo sdo iguais a, respectivamente, —1 e 1.
Por outro lado,

fY(-1)={3n/24+2rn:ncZ}

A1) ={rn/2+2mn:n ez}

(c) A fungdo cos(x) é uma fungdo continua e periédica cujo
contradominio é igual a [—1,1]. Logo, seus valores
méaximo e minimo sdo iguais a, respectivamente, —1
e 1. Por outro lado,

(-1 ={n/2+2mn:necz}

1) ={2mn:nc Z}.

2. Os valores maximo e minimo sao, respectivamente, —1/2
e 1/2. Para encontrar os valores maximo e minimo de f,
vamos encontrar primeiro o valor maximo da fungio g := f2.
Note que

g(x) = sen?(x) cos?(x)

= —sen*(x) + sen?(x).

Na segunda igualdade acima, utilizamos a identidade
cos?(x) = 1 —sen?(x). Os valores maximo e minimo de g
podem ser encontrados utilizando pelo menos dois métodos:
1) mudanca de variaveis y = sin’(x) junto com uma
comparagdo de g com a parédbola de equagio p(y) = —y> +y;
2) desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Ire-
mos utilizar o segundo método, mas encorajamos o leitor a
resolver o exercicio das duas formas.

A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica nos

diz que
2
<x-2|—]/> > xy,

para quaisquer x,y > 0. A igualdade é valida se, e somente
se, x = y. Por essa desigualdade, temos

g(x) = sen?(x)(1 — sen?(x))
<1/4,

com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, sen(x) =
1/2. Disso, segue que o valor méximo de g é 1/4, que

é atingido para todos os valores de x no conjunto {7r/4 +
nin/2 :n € Z}. Isso implica que os valores médximo e minimo
de f sdo, respectivamente, 1/2 e —1/2. De fato, f(x) =1/2
paratodo x € {m/4+mn:ne€Z} e f(x) = —1/2 para todo
x € {3n/4+mn:necZ}.

Geometricamente, o produto cos(x) sen(x) representa, para
x € (0,71/2), a drea de um retangulo de lados cos(x) e sen(x),
com diagonal 1. O méximo de g ser igual a 1/2 (atingido
quando x = 77/4) nos diz que, entre os retdngulos de diago-
nal igual a 1, o quadrado de lado 1/ V2éo que maximiza a
drea.

3. A equacdo é equivalente a

g = % -cos(x) + ? -sen(x)
= sen (%) - cos(x) + cos (%) sen(x)
= sen (% + x) .

Como o valor maximo da fungdo seno é igual a 1, o valor

méximo que a pode atingir é igual a v/2. Além disso, os
. 7T =

valores de x para os quais sen (E + x) = 1sdo todos aqueles

pertencentes ao conjunto {7r/3+2mn : n € Z}.
4. Note que

(n+1)Ap1 =nAy + a1
n(An-H - An) =dpi1 — Ant1 )

Se (a,)n for decrescente, entdao A, > a, para todo n € IN.
Assim, a equagdo acima nos da

AnJrl —An = (an+1 - An+1)/n
< 0.

Isso implica que a sequéncia (A;), também é decrescente.
Por outro lado, se a sequéncia (a,), for crescente, entdo
Ay < ay e a equagdo (1) nos dé

AnJrl —An = (an+1 - An+1)/n
> 0.

Isso implica que a sequéncia (A;), também é crescente.
5. Sejam U e M dois simbolos, iguais a < ou >, e tais que
{x <y <= g(x)0(y),
Wy = f(x)Wf(y)
para todos x, y reais distintos. Entdo,

x <y <= g(x)Ug(y)
= f(g(x))Mf(g(y))

Isso implica que f o g é fungdo monotona, como queriamos.

6. Sejam a,b € [0, 1] numeros reais que satisfazem f(a) = a
e f(b) = b. Como |f(a) — f(b)| = |a — b|, a propriedade de
f nos permite concluir que a = b. Logo, existe no maximo
um ponto a que satisfaz f(a) = a.
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7. Este exercicio é um teorema de Erd&s e Szekeres de 1935.
Existem diversas provas desse teorema. Aqui, vamos explicar
uma das mais bonitas.

Seja x1,...,X,2, 1 uma sequéncia de ntimeros reais distintos.
Assuma, por contradi¢do, que ndo existe sequéncia crescente
ou decrescente de tamanho 1 + 1. Seja f : {1,2,...,n> +1} —
{1,2,...,n} uma funcdo definida por

tamanho da maior subsequéncia crescente que

fi) =

termina em x;.

Como o dominio e o contradominio de f tem, respectiva-

mente, n? + 1 e n elementos, o principio da casa dos pombos
2
n

nos diz que devem existir ( —‘ = n + 1 nimeros reais

cuja imagem sob f é a mesma. Isto é, existem i} < ... < i,41
e a tais que

f) == f(x,.,) =a

Agora, afirmamos que x;; > x;, , paratodoj € {1,2,...,n}.
De fato, se isso ndo fosse verdade, existiria uma sequéncia
crescente de tamanho a + 1 que terminaria em Xx;,,: tome

subsequéncia de tamanho f (xij.) = a que termina em x;, e
adicione X, @ ela. Assim, concluimos que

Xi

172 Xy

é uma sequéncia decrescente de tamanho n 41, o que contra-
diz nossa hipétese de que ndo existe sequéncia crescente ou
decrescente de tamanho n + 1.

Contraexemplo para n = 4:

Cada ponto acima representa um ntimero real. Eles estdo
divididos em 4 sequéncias decrescentes, digamos, s, 52,53 e
s4 (da esquerda para a direita), com 4 elementos cada. Nesse
desenho, todos os elementos de s; sdo menores que todos os
elementos de s;, 1, para todo i € {1,2,3}. E possivel verificar
que isso nos da uma sequéncia com 16 nlimeros reais em que
a maior subsequéncia monénotona contém 4 elementos.

Para o caso geral, basta generalizarmos o desenho acima.
Para todo n € IN, é possivel encontrar 1 sequéncias decres-
centes si,...,s,, com n elementos cada, tais que todos os

elementos de s; sdo menores que todos os elementos de s; 1,
para todo i € {1,2,...,n}. Nesse caso, também verifica-se
que a maior subsequéncia monénotona contém rn elementos.

8. Procederemos por inducdo. Para r = 1 a afirmacéo é
verdadeira. Agora, suponha que a afirmacdo é verdadeira
para r. Vamos prové-la para r + 1:
1+ =(1+x) 1+x)
> (14x)- (14 rx)
=1+rx+x+rx?
>14(r+1)x.

Por indugdo, isso implica que a desigualdade é verdadeira
para todo r € N, como querfamos.

9.

(a) Note que a desigualdade fx) —;f(xﬁ >f (xl + x2>

2
é equivalente a

x%+x§> X1+ X2
2 - 2

2
) <~ (Xl — XZ)Z > 0.

Como (x; — x2)? > 0 para todos x1,x; € R, segue o
resultado.

(b) Procederemos de maneira similar ao item anterior. Para
todo numero real « € [0,1], a desigualdade

af(xr) + (1 —a)f(x2) = flax) + (1 - a)xz)

é equivalente a

2
ax? 4+ (1—a)x3 > (ocxl +(1- ac)x2>
(0 — o)+ (1—a— (1—a)?)x3 > 2a(1 — a)x1x,.

Note que as desigualdades acima sdo verdadeiras para
a« = 0 ou « = 1. Entdo, suponha que « € (0,1). Neste
caso, podemos dividir ambos os lados da tltima desi-
gualdade por a(1 — «). Isso nos da

x% + x% > 2x1x7,

que, por sua vez, é equivalente a (x; — xp)?> > 0. Isso
nos da a validade da desigualdade desejada.

(c) Geometricamente, a desigualdade no item (b) nos diz
que, dada uma pardabola concava para cima, o segmento
de reta que liga quaisquer dois pontos (x1, f(x1)) e
(x2, f(x2)) estd acima do segmento da pardbola que estd
entre as abcissas x1 e x, (veja a ilustragdo abaixo).

A
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