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1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Considere a sequéncia definida por x; =d e
Xp = r+x,_1, para n > 1. Trata-se de uma progressao
aritmética de razdo r e termo inicial d. Podemos listar as
rela¢des entre varios termos consecutivos:

7+ Xp=T
= T+ Xp=7
T+ Xp=3

r+ x5

r+ X

Somando as equagdes anteriores, obtemos o cancelamento
dos termos que aparencem em ambos os membros e assim

Xp = (r4+r+...4+7r)+x

(n—1)r+d.
Usando uma Soma Telescépica semelhante, encontre uma

expressdo, em fungdo de 1, para cada uma das sequéncias
abaixo, em que x; = 1 e, para n > 1, vale que

(@ xp = n?+ Xn—1s
(b) xp=2""1+1x,4;
(@ xp=(n—1)+x,1.

Exercicio 2. Sea; =1le,paran > 1, a,.1 = 3a, + 1, deter-
mine o valor de a, em funcdo de n.

Exercicio 3. Sea; =1e,paran > 1,a,,1 = 5a, + 3, deter-
mine o valor de a4, em fungdo de n.

Exercicio 4. Seay =a; =le, paran > 1, a,41 = 2pa, —
pzan,h determine o valor de a,, em fungdo de .

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 5. Encontre a equagdo caracteristica das seguintes
recorréncias

a) ay1p2 =3a, +a, 1.
b) ay41 =an+ay_1+a, 2.
C) 24,40 = 3a, +4a, 4.

Exercicio 6. Determine uma férmula geral para a sequéncia
a, definida por ag = a1 =1 e a, = 3a,_1 — 2a,_».

Exercicio 7. Determine uma férmula geral para a sequéncia
a, definida porag = 2,41 =4 e paran > 2,ay, = 4a,_1 —
ay_2.

Exercicio 8. Para cada n € IN, seja 4, o numero de
sequéncias de comprimento n com elementos do conjunto
{0,1,2} sem que existam dois algarismos ndo nulos consecu-
tivos. Por exemplo, para n = 2 as sequéncias que podem ser
contruidas sdo 01,02,10,20,00 e assim a, = 5.

(a) Verifique que a3 =5+2-3.
(b) Mostre que a, = a,_1 + 2a,_>.

(c) Encontre uma expressdo, em fungdo de 1, para a,.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 9. A sequéncia (a,) satisfaz ayp = 1/4,a; = 1,

paran > 2,
2
( an > _ n—1
An—-1 An—2

Encontre uma expressdo em fungdo de n para a,.

Exercicio 10. A figura abaixo representa os 3 preenchimen-
tos, sem sobreposicdo, de um tabuleiro 2 x 3 por pecas 2 x 1.
Se x;, denota o ntimero de preenchimentos distintos de um
tabuleiro 2 x n, determine o valor de x;, em funcéo de n.

Exercicio 11. A sequéncia de Fibonacci comeca com Fy = 0,
F, =1 e, a partir do segundo termo, cada novo termo é
obtido somando-se os dois anteriores, ou seja,

Fiip = Fy41 +F, para n > 0.

Assim, os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sdo:

Fh h B B KB 5 Fk FF F F Fo Fi1 Fp»

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

a) Verifique que F, 3 < 5F, para todo n > 3.

b) Seja n um inteiro positivo. Mostre que entre poténcias
consecutivas de n existe no maximo 7 ntimeros de Fibo-
nacci.

Exercicio 12. (A Pizza de Jacob Steiner) Em 1826 o Ma-
temético suigo Jacob Steiner descobriu o nimero maximo em
que n retas podem dividir o plano, que sera denotado por
Ly.
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a) Encontre os valores de L1, L, e Ls.
b) Mostre que L, = L,_1 +n, para n > 0.

¢) Considere as somas sucessivas:

L, = L,1+n
Ly.1 = Lyo+(n-1)
Ly2 = Lys+ (” - 2)
L, = Li1+2
nn+1)

A partir delas, mostre que L, = + 1.

2

Exercicio 13. Uma sequéncia de ntiimeros reais x, é uma
lista ordenada de reais em que o primeiro ntimero da lista é
o termo x1, o segundo é o termo x, e assim por diante. Por
exemplo, a sequéncia usual dos ntimeros inteiros positivos
pode ser descrita como x, = n para todo inteiro positivo n.
Algumas sequéncias podem ser definidas por equagdes de
recorréncias, em que um termo é definido em funcdo dos
seus anteriores.

Por exemplo, a sequéncia de inteiros positivos poderia ser
definida por x; =1 e x, = x,_1 + 1 para todo inteiro posi-
tivo n > 2. Desse modo, poderiamos calcular x, =141 =2,
x3 =2+ 1 = 3 e assim por diante.

Considere uma sequéncia de nimeros reais definida por

xp=1lex, =x,_1+ le para todo inteiro positivo n > 2.
n—1

a) Calcule x», x3 € x4.

b) Verifique que a sequéncia é estritamente crescente, ou seja,
que x, > x,_1 para todo inteiro positivo n.

c) Perceba que a sequéncia parece crescer muito pouco. Apds
calcular alguns termos iniciais, poderfamos suspeitar que
nenhum termo excede 2016, mas de fato vamos provar que
existem termos maiores que 2016. Para isso, vamos usar a
sequéncia auxiliar y, = x3. Prove que y, > y,_1 + 3 para
todon > 2.

d) Prove que existe um ntiimero N tal que xy > 2016.

Exercicio 14. Considere o seguinte tabuleiro quadriculado
onde todos os ntimeros naturais foram escritos em diagonal.

10
6 |9
315|812

11247 |11

Cada quadradinho possui uma posi¢do denotada por (x,y),
em que x representa a coluna, contada da esquerda para a
direita, e y representa a linha, contada debaixo para cima. Por
exemplo, 12 é o ntimero escrito no quadradinho de posigao
(4,2):

a) Determine o niimero que estd no quadradinho de posi¢do
(4,4).
b) Determine o niimero que estd no quadradinho de posigdo

(1,2016).

¢) Determine o nimero que estd no quadradinho de posigdo
(2013,2017).

Exercicio 15. A sequéncia de Fibonacci é definida pela se-
guinte recurséo:

Fpyo=Fip1+F, n€Z,

com Fy = 0 e F; = 1. Mostre que para todo inteiro positivo 7,
existe um ntmero de Fibonacci multiplo de 7.

Exercicio 16. Uma seqiiéncia (a,),>1 de nimeros reais sa-
tisfaz, para cada n > 1, a igualdade

Ap4+3 — Ap+2  Op43 T Ap42 )
Ay + ap41

an — ap41

Sabendo que a; =4, a; = 2 e a3 = 1, mostre que, para todo
natural k, a soma

o + a4+ agpo

é um quadrado perfeito.
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Respostas e Solugdes.
1.

(a) Temos
Xn = n?+ Xn—1

(n—1)2+x,2
(n— 2)2 + Xp-3

Xn—1
Xp—2

X, = 224 x

Somando as equagdes e cancelando os termos que apa-
recem em ambos 0os membros, obtemos

(22432 4. 41 +x
12422432 4., +n?
nn+1)2n+1)

c :

Xn =

(b) Temos

Xn = ot + Xp—1
2}’[—2 +xn72
2?173 +xn73

21+X1

Somando as equagdes e cancelando os termos que apa-
recem em ambos os membros, obtemos

' 422 4. 42" by
= (24214224 42" —141
2" —1.

Xpn =

(c) Temos
(n—1)4+x, 1

(n—=2)+x,2
(n—3)+xp—3

Xn =
Xp-1 =
Xn—2

X = 14x

Somando as equagdes e cancelando os termos que apa-
recem em ambos os membros, obtemos

(1+24+34+...+(n—1))+x;
(n—1)n
2

Xn -

+1

2. Se b, = a,/3", temos

lln+1 = 3an + 1
/R B 1
3n+1 = 3n ' 3n+l
1
bn+1 = by + W

Dai,
1
b, = bn,1+37
1
b1 = bn72+3,17_1
bpo = bn73+w
1
b, = b1+37.

Somando as equagdes e cancelando os termos que aparecem
em ambos 0s membros, temos

1 1 1 1
b, = (3*2+3*3+¥+...+37)+b1
1 1 1 1 1
= 3*1+§+3*3+3*4+...+37
3" —1

2.3n°

3" -1

Portanto, a, = .
T

3. Somando ¢ a cada um dos membros da férmula de
recorréncia, temos

Eln+1+C = 5ﬂn+3+c
3+c¢
= 5<an+ 5 )

= ¢ se, e somente, ¢ = 3/4. Escolhendo esse

3
Note que te

valor para c e definindo b, = a, + ¢, obtemos b1 = 5b,
com by =1+ 3/4 =7/4. A sequéncia b, é uma progressio
geométrica de razdo 5 e seu termo geral é b, = sn—1.7/4
Portanto

an - bn*C

4. A equagio caracteristica da recorréncia dada é x> — 2px +
p? = 0. Ela possui duas raizes iguais a p. Se b, = a, — pa,_1,
temos

p+1 — Pan pan — Pzanfl
buy1 = pbn

A sequéncia b, é uma progressao geométrica de razdo p e
termo inicial by = a7 — pag = (1 — p). Dai,

by = (1- p)Pn_l
an—pay = (1—p)p"!
pay—1+(1—p)p

an n=1
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A partir da dltima equagdo, para encontrar a férmula geral

.. an .
de a,, podemos definir ¢, = —, e assim
p

an = pag+(1—p)p"t
an _ pag_+ (1—p)p"?
2 p"
Cp = Cy_1+ 1;

p

A sequéncia ¢, é uma progressdo aritmética de razao

p
(=DA=p) .
p

O seu termo geral é da forma ¢, =

nalmente,

— n
an — p ‘Cn

_ pn_(<n—1>p<1—p>+cl)

= Pl 1 p)(n—1)+p" %

= pPA-pr-1)+p"!
= P HA-p)n-1)+1).
5. As equag0es caracteristicas sdo
a) x> —3x—1=0.
b) ¥*—x>—x—1=0.
c) 2x3 —3x—4=0.
6. A equagio caracteristica associada a recorréncia é x> —

3x +2 = 0 e suas raizes sdo (r1,72) = (1,2). A férmula geral
da recorréncia é dada por

crf +dry
c1™ + 42",

an —

Para encontrarmos os valores das constantes ¢ e d, basta
resolvermos o sistema gerado ao substituirmos n =0en = 1:

2 =
3 =

c+d
c+2d
A solugdo do sistema é (¢,d) = (1,1). Assim, paran > 0,

a, = 1" + 2"
7. A equacdo caracteristica associada a recorréncia é x> —
4x 4+ 1 = 0 e suas raizes sdo (r1,72) = (2+/3,2—+/3). A
férmula geral da recorréncia é dada por

c(24V3)" +d(2 - V3)"

Para encontrarmos os valores das constantes ¢ e d, basta
resolvermos o sistema gerado ao substituirmos n =0en = 1:

an -

2 =
4 =

c+d
c(2+V3) +d(2—V3)

A solugdo do sistema é (¢,d) = (1,1). Assim, paran > 0,

an = (2+V3)" + (2 - V3)"

8.

(a) Temos dois tipos de sequéncias com trés termos: as
que terminam com 0 e as que terminam em um digito
ndo nulo. As que terminam com 0 sdo obtidas de uma
sequéncia com dois termos com o acrésimo de um 0 no
final. As que ndo terminam em 0, devem terminar em 01
ou 02 e sdo obtidas das sequéncias com um algarismo.
Como existem 5 sequéncias com 2 algarismos e 3 com
1 algarismo, o total de sequéncias com 3 algarismos é
a3 =5+2-3 =1L

(b) Repetindo o argumento do item anterior, uma sequéncia
de comprimento 7 ou termina em zero ou termina em
um digito ndo nulo. As que terminam em zero sdo
obtidas das sequéncias de comprimento n — 1 através
do acréscimo desse algarismo. As que nido terminam
em 0 devem terminar em 01 ou 02. A quantidade delas
é o dobro das sequéncias de comprimento n — 2, pois
qualquer uma delas pode ser completada de 2 formas
para obtencdo de uma sequéncia de comprimento .
Assim, a, = a,_1 + 2a,_».

(c) A equagdo caracteristica da recorréncia é x*?—x—2=0.
As raizes sdo 2 e —1. Portanto, a solucdo geral é da
forma a, = ¢2" +d(—1)". Para encontrar os valores de ¢
e d, basta resolvermos o sistema quando trocarmos n = 1
en=2:

3 = 2c—d
5 = 4c+d.

A solugdo é (¢, d) = (4/3,—1/3). Dai

B 2n+2+ (71)11-&-1

. a ,
9. Sejab, = p " Daib, = b}/ﬁ 21. Consequentemente
n—1
_q1/2
by = b,/3
_ 1/22
- bn—2
_ 1/23
- bn73
= b/?
Como
aj
bp = —
1 2
= 4
Dai,
bn _ 41/271—1
an _ 41/21171
Ap—1
ap 42y
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Podemos encontrar o valor de 4, realizando um Produto
Telescépico

n—1

a, = 41/2 ay_1
1 2n72

An-1 42 ",
n—3

ay,_p = 42"y

a = 4:1/21

1 = ao

Multiplicanto as equagdes anteriores e cancelando os termos
que estdo em ambos os membros, obtemos

n—1 n—1
a, = 41/2" 7 +1/2 +...+1aO

471 /znfl

10. (Extraido da video aula) Um preenchimento de um ta-
buleiro 2 X n pode terminar com uma pega na vertical ou na
horizontal. Se terminar na vertical, o preenchimento pode
se obtido de cada uma das x,_; maneiras de preencher-
mos o tabuleiro 2 X (n —1). Se terminar na horizontal, o
preenchimento pode ser obtido de cada uma das x,_, ma-
neiras de preenchermos o tabuleiro 2 x (n — 2). Portanto,
Xp = X;—1 + Xu. A equacgdo caracteristica da recorréncia é
1+45 1-45

5 B = 5 ea
solugdo geral é x;, = ca” +dp". Como x; = 1 e xp = 2, segue
que

x2

—x—1=0e as raizes sdo o« =

= ca+dp
2 = ca?+ dﬁZ
Resolvendo o sistema anterior obtemos (¢, d) =
“n+1 _ 'Bn+1

(a/+/5,—B//5). Dai x,, = N

11.
a) Como a sequéncia de Fibonacci é crescente, temos

Foys = Feo+ Fi
= Z'Fn+1+Fn
3.F,42-F
< 3-F,+2-F,
— 5.F,.

b) Suponha que existam mais que n niimeros de Fibonacci
entre n* e n**1. Denotemos as 1 + 1 primeiras delas por
F,F1,...,F4y. Assim, como F; e Fj;1 sdo maiores que
nk, temos

Fa+E
nk 4 n*
2. nk

Fy3 = Fpo+hg
2-nf 4k
3-nk
Fri3+Fiiz
3.0k +nF
4.n*

Fiio

V

Vv

Fiig

V

Fl+n - Fl+n—1+Fl+n—2
> (n—1)-nF4n*
_ nk+1_

Isso é um absurdo, pois F, < nk+1,

12. (Extraido da video aula)

(a) Com uma reta, o plano fica dividido em dois semiplanos
e dai L; = 2. Com duas retas, o niimero maximo de
regides € atingido quando elas ndo sdo paralelas e assim
o nimero de regides formadas é 4. Portanto, L, =
4. Considere agora uma configuracdo com duas retas
que se intersectam. Uma terceira reta ird intersectar as
duas ja tragadas em no maximo dois pontos, quando
ela ndo for paralela a nenhuma dela. Esses dois pontos
dividem a terceira reta em trés intervalos: duas semiretas
e um segmento. O segmento e essas semiretas dividem
algumas das regides ja definidas pelas duas semiretas
gerando 3 novas regides. Dai L3 =Ly +3=4+4+3=7.

(b) Considere n retas no plano sem que existam duas delas
paralelas. Um conjunto S de n — 1 delas determina L,,_;
regides no plano. A reta ndo considerada em S é dividida
em n intervalos pelos n — 1 pontos de interse¢do dela
com as outras n — 1 retas. Cada um desses intervalos
divide uma das L,_; regides em duas. Assim, L, =
L, 1+n.

(c) Considere a soma das equagdes obtidas com a identidade
do item anterior:

L, =
Lot
Les -

P

%Jrn
Loz + (n—1)
L3+ (n—2)

L1142

O cancelamento dos termos que aparecem em ambos 0s
termos produz

L, = (243+...+(n—1)+n)+1L;
nn+1)
——+1
5 =+
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13.

a) Basta usar a equagdo dada paran =2, n=3en =4.

1 1
— =14 =2
X2 x1+x% +12
X3 =X +—*2+l*2
M
t—agp L2, 1 _ 7B
AT T4 92T 324
3 (4)

1
2
Xa-1

0, pois todo quadrado de um ntimero real ndo nulo é
positivo. Assim,

b) Para qualquer n, se x,_1 # 0, entdo x2_; > O e >

1
Xp = Xp1t 53—
-1
> Xp—1-

Como x; =1 > 0, pelo argumento anterior, temos xp >
x1 > 0. Agora, usando x7 no papel de x; no argumento
anterior, temos x3 > x, > 0. Veja que podemos continuar
repetindo o argumento, agora com x3 no papel de x;. Esse
processo indutivo nos permite concluir que a sequéncia é
estritamente crescente.

c) Elevando a equagédo de recorréncia ao cubo teremos

3
3 1
Xy = | Xp-1+ 2
n—1
1 1 1
3 2
= x, 1+3x, 15— +3xy_1—5— +———
el " 1x$1—1 ! 1xﬁ71 x5
> X;:,3171 +3
Logo,

Yn =20 > x5 1 +3=y,_1+3.

d) A ideia agora é usar o crescimento de y, para chegar
em alguma conclusédo sobre o crescimento de x,. Temos
xy > 2016 se, e somente se, i, = x% > 2016°. No item
anterior, provamos que Yy, > Yy,_1 + 3 para todo n > 2.
Aplicacdes sucessivas dessa desigualdade nos permitem
concluir que:

Yn > Yn-1+3

> y1+3(n—1)
= 3n-2.

Bom, agora basta tomar N que satisfaga 3N — 2 > 20163,

ou seja, N > %3”. Podemos tomar N = 2016, por

exemplo, jd que esse ndmero satisfaz a inequagdo anterior.
Para esse valor de N, o termo xy da sequéncia serd maior
que 2016.

14.

a) Podemos preencher mais casas do tabuleiro exibido para
encontrar a casa (4,4):

21|27
15120 | 26
10|14 |19 | 25

6 |9 |13|18|24

3158 (12]17 |23

11247 (|11]16]22

Portanto, o ntimero no quadradinho (4,4) é o 25.

b) O namero da casa (1, 7) estd em uma diagonal contendo
as casas (x,y) tais que x +y = n + 1. Ou seja, na diagonal
que o contém, existem n nimeros, a saber, os ntimeros das
casas (1,n),(2,n—1),(3,n—2),...,(n,1). Repetindo essa
contagem para os nameros das casas (1,n —1),(1,n —
2),...,(1,1), podemos constatar que ja foram escritos 1 +
2+...4 (n — 1) nameros nas outras diagonais. Portanto,
0 numero escrito na casa (1,7) corresponde ao inteiro

1
1+2+3+...+n:”(%+).

2016 - 2017
Assim, o ntimero na casa (1,2016) é —

¢) Como o quadradinho (m,n) estd na diagonal contendo
os quadradinhos (x,y) com x +y = m+ n, inici-
almente iremos descobrir o ntmero escrito em (m +
n—1,1). Pelo item anterior, o quadradinho (1,m +
(m+n—-2)(m+n—1)

n —2) possui 0 namero Por-

2
tanto, o numero escrito no quadradinho (m +n —1,1)
& (m+n—-2)(m+n-1)

+ 1. Além disso, o quadradi-

nho (m,n) é o (n — 1)-ésimo sucessor do ntimero escrito
no quadradinho (m +n —1,1), ou seja, o niumero

(m+n—-2)(m+n-1)

> +14+(n—-1) =
m2 4+ mn —m+mn+n?—n—2m+2 _
5 =
nn+1)+mm—1)+2(m—-1)(n—-1)
5 =

n(nz—l— 1) n m(mz— 1) +(m—1)(n—1).

Logo, o ntimero escrito no quadradinho (2013,2017) é

2013 -2012 n 2017 -2018

2012 - 2016.
2 2 +20 016
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15. Dado n, Analisemos os pares de restos possiveis entre
numeros de Fibonacci consecutivos. Como existe apenas um
nimero finito de pares de restos, um deles ird se repetir.
Digamos que, para s < t, tenhamos

Fs=a (mod n) Foi1=b (mod n)
F=a (mod n) Fy1=b (mod n)

Dai,
Fs—l = Fs-i—l -k
= Fn—F (modn)
= R

Suponha que, para k € Z, tenhamos
Foy=F (modn). e F__1)=F_(_1) (modn)
Dai,
Fo vy = Fogo1)— Fxk
= F_(-1)— F-« (modn)
= F_ (1
Segue, por indugdo, que
Fi_x=F_¢ (mod n)
para todo inteiro positivo k. Escolhendo s = k, temos
0=F=F_-; (modn).
Ou seja, n | Fi—s. De modo andlogo, podemos mostrar que
Fo.y =Fyx (mod n)
para todo inteiro k. Fazendo k = I(t —s) — s, segue que
Fii—s) = Fy-1)(1-s5) (mod n)

Assim, todos os nimeros da sequéncia {Fj;_g)}ien sdo
multiplos de n.

16. Da equagdo do enunciado, temos

Essa igualdade mostra que a seqiiéncia tem periodo 4. De

fato,

_ On+1 9043

An+ds = 4o
n-+

p41  An - 042

an+2 An1
- Ayn.

Daf,ay =a1=4,a0=a,=2,a3=a3=1eas=(4-1)/2 =
2. Assim,
Ak ak o talyy = 25(af +ak +af+ab)
= 25(4% 42k 11k 2
= 2502% +2.2F 1 1)
= [52F+1)?,

concluindo a demonstragao.
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