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Introducdo ao Cailculo — Limites — Parte 2
Limites Infinitos

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Para a funcdo f dada por f(x) =

calcule

(@) lim f(x)

x—3~

b) 1
(b) lim f(x)

. ~ x+3
Exercicio 2. Para a funcdo f dada por f(x) = G

calcule

@ lim f(x)

x——1-

(b) lim f(x)

x——1t

7
Exercicio 3. Para a fun¢do f dada por f(x) = ;27_&4, cal-
cule

(@ lm f(x)

x—2~

(b) lim f(x)

x—27F

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 4. Para cada uma das fungdes a seguir, encontre
as assintotas verticais:

@ fl) ="
x?+1
® glx) = .
x> -9
© hx) =1

Dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal de f se

XEwa(x) =L ou

lim f(x)=L.

x——0c0

Exercicio 5. Para cada uma das fungées a seguir, encontre
as assintotas horizontais:

2x2 -5
@ fx)="5 1

2xt—1
®) $(x) =T

x3—3

© h(x)= 5.

Dizemos que a reta y = mx + b é uma assintota obliqua de

f se
lim (f(x)—(mx+b)) =0

x5 Feo
i (f(x) = (mx+b)) =0,

Exercicio 6. Para cada uma das fungoes a seguir, encontre
as assintotas obliquas:

—3x2+4
@ flx) ===
xZ 4 6x

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 7. Calcule o limite

4
lim ! \/E
x—1- 1—x

Exercicio 8. Seja a > 1. Prove que

Exercicio 9. Encontre as assintotas obliquas da funcdo f
dada por

f(x) =2x —3"+4.

Dica: use o exercicio anterior.
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Respostas e Solugdes.

1. Note que se x — 3, entdo
hm If(x)| = im ———
X—r

Note que, se x < 3, entdo f(x) < 0. E se x > 3, entdo
f(x) > 0. Assim, segue que

(a) lir?if(x) = —o0.
(b) lim f(x) = oo.

2. Note que se x — —1, entdo

li 3)=2 lim — = .
A =2 e I G T
Assim, segue que
(@) lim f(x)= +oo.
x——1"
(b) lim f(x) = +oo.
x——1t
3. Note que se x — 2, entdo
1
li 7) = li .
xg(x + ) ? ¢ xlﬁné |x2 4‘ = oo

Note que, se x < 2, entdo x2—4 < 0. Esex > 2, entdo
x? —4 > 0. Assim, segue que

1
lim = +o0.

lim = —0c0 e
x—2+ x2 — 4

x—2- X2 —4

Portanto, temos

(@ lim f(x)= —o0.

x—2~

(b) lim f(x) = +oco.

x—2+
4. Antes de apresentarmos as solugdes deste exercicio,
vamos relembrar o que é uma assintota vertical. A reta x = a
é chamada de assintota vertical de f se pelo menos uma das
sentencas a seguir for verdadeira:

lim f(x) = oo, lim f(x) = 400
XIH?JF f( ) B xlirzl*f(x) -

(a) Note que se x = a é uma assintota vertical, entdo deve-
mos ter

lim | (x)| = +co.

X—a

O tnico valor de a candidato a satisfazer a igualdade
acima é aquele que ndo pertence ao dominio de f, isto é,
a = 4. Agora, note que

2x - 2x

lim = —00 e lim = +o0.
x—4- X —4 x4t x —4

Portanto, temos que x = 4 é de fato uma assintota verti-
cal.

(b)

(©

(a)

Novamente, notamos que se x = a é uma assintota
vertical, entdo

li = .

lim |g(x)] = +oo

O tnico valor de a que é candidato a satisfazer a igual-
dade acima é aquele que nédo pertence ao dominio de g,
isto é, a = 0. Agora, note que

lim (x24+1) =1 e lim = = —oo0.
x—0~ x—=0" X
e que
. 2 1
lim (x*+1) =1 e lim = = +o0
x—0+ x—0t X
Assim, segue que
lim g(x) = — lim g(x) = +o0.

x—0t x—0~
Assim, temos que x = 0 é de fato uma assintota vertical.

Novamente, notamos que se x = a é uma assintota
vertical, entdo

31(13{11 |h(x)| = +o0.

O tnico valor de a que é candidato a satisfazer a igual-
dade acima é aquele que ndo pertence ao dominio de k,
isto é, a = 1. Agora, note que

1
lim (x> -9)=-8 e lim = +o0.
x—1- x—1-1—x
e que
. 2 . 1
lim (x*+1)=-8 e lim = —o0.
x—1t =1t l—x
Assim, segue que
. x2-9 . x*—9
lim = —o00 e lim = o0

x—1- 1—x x—1t 1—x

Assim, temos que x = 1 é de fato uma assintota vertical.

Podemos escrever

2 _
2x 5x:2_ 2 B 5x. )
x24+1 ?+1 x241
Veja que
. 2 . 2
xl—lglooz_ x2+1 _xl—l>Tw2_ x2 41 =2 @

Agora, falta analisar o limite da fungdo —5x/ (x> + 1)
quando x — —oo e quando x — +co. Note que podemos
escrever

2+1

x+%
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Agora, veja que

. 1
lim 7 = lim T =0.
x—>—oox_|_§ X_H‘Oox—l—;
Assim, segue que
. 5 . 5
lim — T = too e lim — T =—®
X—r—00 X _|_ b X— 400 X _|_ x
®)
Por (1), (2) e B) concluimos que
2x* -5 2x* -5
2 lim =,

e X241 xobee X241
Assim, y = 2 é a tinica assintota horizontal de f.
(b) Podemos escrever
2t -1 3

=2 _ . 4
x4+ 1 x4+ 1 @)

Agora, veja que

x1—1>IPoox4+1 :x1—1>T00x4+1 =0
Assim, segue que
2xt -1 2xt -1
x x _y

im = lim —/—— =
x——o0 x* 41 x—o4o0 x4t 41
Assim, y = 2 é a Unica assintota horizontal de g.

(c) Podemos escrever

»¥-3 2
=1- .
x3 -1 x3—1 ®)

Agora, veja que

xgrzlooxg’—l :xﬁurooxg’—l =0
Assim, segue que
3 _ 3 _
im ¥ 70— gim Y79y

m =
x——o0 x3 — 1 x—foo x3 — 1

Assim, y = 1 é a tinica assintota horizontal de h.

6. Neste exercicio, o objetivo é expressar as fun¢des como
por uma parte linear e uma parte que vai para 0 quando
X — oo,

(a) Podemos escrever

—3x2+4  —3x(x—1)—3x+4
x—1 x—1
:_3x+—3(x—1)—3+4
x—1
1
——3x—3+7x_1.

Assim,

1
flx)+3x+3= Pt
. B -1 _ . - -1 _
Como xl_1>_oo(x 1) X1_1>11100(x 1) 0, segue que

X——00

1m1(ﬂ@+ﬁx+3)z£ﬂk<ﬂm+ﬁx+3)za

Portanto, a reta de equacdo y = —3x — 3 é a Unica
assintota obliqua de f.

(b) Podemos escrever

x2+6x  x(x+2)+4x
x+2 x+2
B 4(x+2)—8
o x+2
8
—x—|—4—m.
Assim,
g(x) — (x4+4) = ——
x 42

: “1_ 1 -1 _
Como xgrzloo(x +2) ' = xgrfoo(x +2)7" =0, segue que

Jim (g(0) = (x+4)) = lim_(g(x) — (x+4)) =0.
Portanto, a reta de equagdo y = x + 4 é a tnica assintota
obliqua de f.

7. Note que

1-Vx _1-vx 14+
1-x  1-x 1+Yx

1-vx
-1+ )

Isso nos da

1- ¥x

1—x

1—+/x 1+
1-x)(1+Vx) 1+Vx
1

1+ ¥x)(1+Vx)

Assim, segue que

_ 4
lim ﬂ = lim L
—=1- 1—x x=1- (14 Vx) (14 x)
_1
4

8. Escrevaa =b+1, onde b > 0. Pelo teorema do bindmio
de Newton, temos que
-1
(1+b)" > #bz.
Isso nos da
n n 2

@ T ATb) S P—1)

. _ -1 _
Como ngrfoo(n 1) 0, segue que
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9. Primeiro, provaremos que néo existe assintota obliqua

quando x — +oco. Suponha por contradi¢do que esse é o caso.

Logo, devemos ter m, b € R tais que

lim (3’( ~mx— b) —0.

X—+00

Como lim |mx+b|~! =0, temos
X——+00

3x
lim (————-1) =0.
x—too \ |mx + D]

Mas isso é uma contradi¢do! Pelo exercicio anterior, temos

que
3* 3%
lim ———— = lim —— = +oo.
x—>+too [mx +b| x5+ |m|x

Assim, concluimos que ndo existe assintota obliqua quando
X — +o0.
Por outro lado, quando x — —oo, temos que

lim (f(x)—2x—4) = lim —3*=0.

X——00 X—r+00

Assim, concluimos que a reta de equagdo y = 2x +4 é uma
assintota obliqua de f quando x — —oo.

Material elaborado por Leticia Mattos.
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