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1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Determine a medida da hipotenusa de um
tridangulo retangulo se seus catetos medem:

a) 3cm e 4cm.

b) 5cm e 12cm.

¢) lem e lam.

d) 1/2cm e 3/2cm.
e) v/3cm e v/5em.

Exercicio 2. Determine x e y no tridngulo da figura
abaixo, sendo x 4+ y = 5.

X r_ y

Figura 1

Exercicio 3. Determine o valor de k na figura abaixo.

Figura 2

Exercicio 4. Determine os valores de x, y, z, no tridngulo
abaixo.

9 [] 16

Figura 3

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 5. Determine a altura de um tridngulo
equilétero de lado medindo /.

Exercicio 6. Determine o comprimento da diagonal 4 de
um quadrado de lado I.

Exercicio 7. Na figura, temos duas circunferéncias tan-
gentes externamente de raios 3cm e 2cm, além de uma reta
tangente as circunferéncias nos pontos A e B. Determine
AB.

Figura 4

Exercicio 8. Determine o perimetro do AABC abaixo,
sabendo que AB = 7+/2.

105°

Figura 6

Exercicio 9. Na figura abaixo, temos duas semicircun-
feréncias de centros O e O’. Um segmento perpendicular
a AB intercepta as semicircunferéncias em D e E. Deter-
mine AE, sabendo que AD = 7/2.

A 0 [lec o' B

Figura 8
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Exercicio 10. Na figura abaixo temos trés semicircun-
feréncias de centros em B, C e D, além de uma circun-
feréncia de centro O e tangente as semicircunferéncias.
Sabendo que AB = 4cm, determine o raio x da circun-
feréncia.

Y

c D E
Figura 10

>
w

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 11. Na figura abaixo, os pontos A, C e F estdo
alinhados, FC = CA = (1+2+/3), EDCF é um quadrado
e ABC é um tridngulo equilédtero. Determine CG.

E D

F c A
Figura 11
Exercicio 12. No tridngulo retangulo abaixo, BC =

30cm, AC — AB = 6cm e ZABD = ZCBD. Determine
BD.

o
[¢]

Figura 13

Exercicio 13. Duas circunferéncias sdo tangentes inter-
namente, como na figura. Os segmentos AB e CD sdo

perpendiculares e o ponto O é o centro da circunferéncia
maior. Os segmentos AP e CQ medem, respectivamente,
4 e 3 centimetros. Qual é a medida do raio do circulo
menor?

c
3cm
Q
A 4cm p fe) B
D
Figura 14
a) 2,25cm.
b) 2,5cm.
c) 2,75cm.
d) 3cm.
e) 3,5cm.

Exercicio 14. A figura mostra quatro circulos de raio
lcm dentro de um tridngulo. Os pontos marcados sdo os
pontos de tangéncia. Qual é o comprimento do menor
lado desse tridngulo?

Figura 16

a) 4cm.
b) 3+ v/3cm.
¢) 5cm.

d) 3v/3cm.
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e) 2+ 2+v/3cm.

Exercicio 15. Seja ABC um triangulo retangulo em A.
Seja D o ponto médio de AC. Sabendo que BD =3DC e
que AC = 2, a hipotenusa do tridngulo é:

a) V7.
b) 2V/2.
<) 3.

d) v10.
e) 2v/3.

Exercicio 16. No tridngulo ABC, o comprimento dos
lados AB, BC e CA, nessa ordem, sdo nimeros inteiros e
consecutivos. A altura relativa a BC divide este lado em
dois segmentos de comprimentos m e 1, como indicado.
Quanto vale m — n?

a) 1.
b) 2.
c) 3.
d) 4.
e) 6.

B n |_ m c

Figura 19

Exercicio 17. O grande artilheiro Tornado est4 prestes
a fazer o gol mais bonito de sua carreira. Ele estd de
frente para o gol e apenas o goleiro estd entre ele e a
trave. Ele estd a x metros do goleiro que, por sua vez,
se encontra a 2 metros da linha do gol, onde Tornado
deseja que a bola caia ap6s passar por cima do goleiro.
Em um gol dessa magnitude, a trajetéria da bola deve ser
uma semicircunferéncia. Tornado sabe que a bola deve
passar a exatamente 3 metros de altura do solo quando
ela estiver acima do goleiro. Qual a distdncia de Tornado
até o goleiro, ou seja, x, em metros?

a) 3.
b) 3,5.
c) 4.
d) 4,5.
e) 5.

Exercicio 18. Na figura abaixo temos um semicirculo de
raio 1 inscrito em um quadrado de modo que seu centro
passe por uma das diagonais do quadrado. Qual é a drea
do quadrado?

a) 3/2+/2.
b) 1+2v2.
Q) 5+v2/2.
d) 4.

e) 2/3++/2.

Figura 22
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Respostas e Solugdes.

1. Chamando a medida da hipotenusa de a, temos

a)
a2 = 32442
a2 = 25
a = b.
b)
? = 524122
2 = 169
a = 13.
c)
o= 17417
a2 = 2
a = V2
d)
> = (1/2)%+(3/2)?
> = 10/4
a = \/E/Z.
e)

2 = \/§2+\/52
2 = 8

a = 2V2.

2. Usando as relagdes métricas no tridngulo retangulo,
temos que 4> = 5 -y, segue que y = 16/5 e, por con-
sequéncia, x =5—16/5=9/5.

3. Aplicando as relagdes métricas no tridngulo retangulo,
temos 3(k — 3) = 42. Segue que k = 25/3.

4. Usando as relagdes métricas no tridngulo retangulo,
temos, inicialmente, y2 = 9-16, segue que y = 12. Apli-
cando agora o Teorema de Pitdgoras, temos x> = 162 + 122
ez = 9%+ 122, Segue que x =20 e z = 15.

5. (Extraido da Video Aula) Inicialmente, tragcamos
a altura h deste tridangulo e obtemos dois tridngulos
retdngulos de hipotenusa medindo ! e catetos medindo h
e [/2. Basta agora aplicar o Teorema de Pitagoras.

RP+(1/2?% = P

o= 12— (1/2)?

W = 31%/4
V3

h — 7.

6. (Extraido da Video Aula) Tragando uma diagonal
no quadrado, dois tridngulos retdngulos se formam, nos
quais seus catetos medem ! e sua hipotenusa mede d.
Basta agora aplicar o Teorema de Pitagoras.

@ = PP

& = 2P

d = V2
7. (Extraido da Video Aula) Chamando os centros das
circunferéncias de E e H e tragando os segmentos AE,

BH, HE e HC, sendo C o pé do segmento perpendicular
a AE, obtemos a seguinte figura.

VA

E

Figura 5
Aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos
EC?>+ HC?> = EH?
(AE — AC)? + AB> = EH?
1+AB* = 5

AB = V24
AB = 2V/6.

8. (Extraido da Video Aula) Tracando a altura BD relativa
ao lado AC, podemos observar que ZABD = 45°, segue
que AD = BD. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no
triangulo AABD, obtemos AD = BD = 7. O triangulo
ABCD possui os angulos internos medindo 30°, 60° e
90°, ou seja, BC = 2BD = 14, pois o cateto menor é a
metade da hipotenusa em tridngulos com estas medidas
de angulos, conforme visto na Video Aula. Aplicando
agora o Teorema de Pitdgoras no ABCD, obtemos DC =
7v/3. Por fim, o perimetro do tridngulo AABC = 7 +

7V2+14+7V3 =703+ vV2+3).

Figura 7
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9. (Extraido da Video Aula) Vamos fazer inicialmente
AE =x,0'C = ye AO = 2r. Agora, construiremos dois
tridngulos retdngulos utilizando os pontos A, B, D, E e
O/, conforme a figura abaixo.

E

A o) [Jc ¥ (o B

Figura 9

Usando as relagdes métricas no AAO’'D, temos 2r(2r —
y) = (7v/2)% = 98 (1). Fazendo o mesmo no AABE,
temos x? = 4r(2r — y) (2). Dividindo a equagao (2) pela
equacdo (1), obtemos x> = 196, segue que x = 14.

10. (Extraido da Video Aula) Tracando BO e DO, temos
o tridngulo isésceles ABDO, pois BO = DO = 4+ x.
Tracando agora CO, obtemos dois tridngulos retangulos,
ABCO e ADCO. Aplicando o Teorema de Pitdgoras em
um desses tridngulos, chegamos a

(4+x)? = 424+ (8—x)?
16+8x+x> = 16+64—16x+x°
24x = 64
x = 8/3cm.

11. (Extraido da Video Aula) Marcando o ponto H sobre
AC, tal que GH seja perpendicular a AC. Se ZGCH = 60°

e, por consequéncia, ZCGH = 30°, entdo CH = % =
L eGH = x—?) Temos ainda que AAGH e AAEF
2 2
sdo semelhantes, o que implica que GH _ EF ou seja
» 0 q P 9 AH - AP’ ),
xV/3
o 1 244
%:f,seguequeCG:x:ﬂ:Z
1+2v3-5 2 1+2v3
E D
B
G
T
zV/3
2
F cT H A
2
Figura 12

12. (Extraido da Video Aula) Se AB = y, entdo AC =
y+ 6. Aplicando o Teorema de Pitadgoras no AABC, temos

(y+6)>+y* = 307
Y4+ 12y+36+1y> = 900
Y6y —432 = 0

y = 18cm.

Tomamos apenas o valor positivo de y. Chamando AD de

z, entdo CD = 24 — z. Aplicando o Teorema da Bissetriz
24 —

Interna, temos z z

18~ 30
agora o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABD, chega-

mos a BD = 9\/§cm.

, segue que z = 9. Usando

13. (Extraido da OBMEP 2013) Sejam r e R, respectiva-
mente, os raios das circunferéncias menor e maior, e S o
centro da circunferéncia menor. Notamos primeiro que
2r = PB = AB—4 = 2R — 4, donde tiramos R = r +2. No
triangulo retdngulo SOQ temos SQ =7, OQ = 0C -3 =
R—-3=r—-1e0S=0B—-SB=R-—r=2.0 Teorema
de Pitdgoras nos da r> = (r—1)2+22 =12 —-2r+5e
segue que 2r = 5, ou seja, ¥ = 5/2 = 2,5. Resposta B.

C

3cm

D
Figura 15

14. (Extraido da OBMEP)

Notamos primeiro que o tridngulo POR é equilatero de
lado 2cm. Como o segmento RS também mede 2cm, o
tridngulo PRS é is6sceles de base PS. ZPRS mede 120°,
pois ele é externo ao tridngulo PRQ, igual a soma dos
dois angulos internos ndo adjacentes, cada um medindo
60°. Logo cada um dos angulos ZRSP e ZRPS mede
30°, e concluimos que o tridngulo PQS é retdngulo em
P, com ZPQS = 60° e ZPSQ = 30°. Logo o tridngulo
ABC é retangulo em A com ZABC = 60° e ZACB = 30°,
pois seus lados sdo paralelos aos do tridngulo PQS. Além
disso, seu menor lado é AB, oposto ao menor angulo
ZACB = 30°. Para calcular o comprimento do lado AB,

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



basta calcular BT, pois claramente AT = 3cm. Notamos
que o tridngulo QBT é retdngulo em T. Como BQ é bisse-
triz de ZABC, segue que ZTBQ = 30°. Como QT = lcm,
segue que BQ = 2cm, e o Teorema de Pitagoras nos da
BT = +/QB2 — QT? = /3, donde AB = 3+ /3. Res-

posta B.

Figura 17

15. (Extraido da OBM 2013)

Como AC =2, temos que AD = DC = 1. Pelo Teorema
de Pitdgoras no tridngulo DAB, temos AB? = 3% — 12 = 8.
Novamente pelo Teorema de Pitdgora, agora no tridngulo
ABC, temos BC2 =22 + AB? = 12. Resposta E.

2V2
Figura 18

16. (Extraido da OBMEP) Colocando AB = x, temos
BC=x+1e AC = x+2. Seja AH = h a altura relativa
a BC. Aplicando o Teorema de Pitagoras aos tridngulos
AHB e AHC obtemos n? +h? = x? e (x +2)% = m? + h?.
Segue que h? = x> —n? e h?> = (x +2)?> — m?, donde
(x+2)2 —m? = x> — n?, ou seja, (x +2)? — x% = m? — n.
Usando a identidade a*> — b*> = (a + b)(a — b), obtemos
entdo (x+2 —x)(x+2+x) = (m+n)(m—mn). Como m+
n=x+1, segue que 2(2x +2) = (m +n)(m —n), donde
4(x+1) = (m—n)(x+1). Como x+1 # 0 podemos
dividir ambos os membros desta tltima expressdo por
x + 1 e obtemos finalmente m — n = 4. Resposta D.

x+2

B n [— H m c
r+1
Figura 20

17. (Extraido da OBM 2012) Podemos desenhar uma
figura que representa a situagdo do problema:

2 T

Figura 21

Sabemos que, em um tridngulo retangulo, o quadrado
da altura relativa ao angulo reto é igual ao produto
das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa (Rela¢oes
Meétricas no Tridngulo Retdngulo). Portanto, 9 = 2x, segue
que x = ; =4,5. Reposta D.

18. (Extraido da OBM 2012) Seja O o centro da semi-
circunferéncia descrita no enunciado, P e Q os pontos
como na figura e R o ponto de tangéncia da semicircun-
feréncia com o lado AB. Temos que OR = 1 e ORLAB.
Como O estd na diagonal AC, temos que ZOAB = 45°.
Assim, OA = ORV2 = /2. Além disso, OC é altura
e mediana relativa & hipotenusa no tridngulo retangulo
PQC, cuja hipotenusa é 2. Assim, OC = 1. Portanto,
a diagonal do quadrado vale 1 = /2 e daf sua érea é

1 3+2v2 3
E-(l—i—\/i)z:%fzi—l—ﬁ. Resposta A.
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C

Figura 23
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