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1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Determine a posicdo relativa entre as retas.

a)r:3x+y—1=0es:x—y—-1=0

b) r:2x+y—3=0es:x+y/2-2=0
c)r:x/2—y—3=0es:5x—10y—30=0

d) r:3x+2=0es:y—5=0

e) r:vV2x++v2y=0es:x+y=0

fyr: 3x+5y+t=0es:x—y+5t=0

g) r:2x+y+t=0es:4x+2y—7=0

h) r:5x+8y+t:Oes:\/§x—3:0
Exercicio 2. Determine a interse¢do das retas r : x + 2y —

3=0es:5x—y+10=0.

Exercicio 3. Mostre que asretasr : 2x +3y = 0,5 : x +5 =
2y et : 3x +y = —5 concorrem num mesmo ponto.

Exercicio 4. Mostre que as retas de equagdes (m + 1)x —
3my +2—m =0, m € R, passam por um mesmo ponto.

Exercicio 5. Qual a distdncia da origem até o ponto de
intersecdo dasretas r: x +2y =2 es:2x —y = 4?

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 6. Para quais valores de t as retas r : (t +2)x +
4y—1=0es:—x+ (t—3)y+1 = 0 sdo coincidentes?

Exercicio 7. Determine m € R paraqueasretasr : 2x+y =
—3m e s : mx + 4y = 2 tenham:

a) um unico ponto em comum.
b) nenhum ponto em comum.

Exercicio 8. Determine a posicdo relativa entre as retas 7 :
(m—2)x—4my—1=0es:3mx+ (2m+1)y+1=0em
fungdo de m.

Exercicio 9. Determine a posicdo relativa entre as retas r :
7mx —my —2 =0es:14x — 2my —m = 0 em fungdo de m.
Exercicio 10. O triangulo ABC é determinado pelas retas
r,s e t. A reta r é paralela ao eixo y e passa pelo ponto
P(2,5). Asretassetsdos:x—y+1=0et:x+y—7=0.
Determine o perimetro do tridngulo.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 11.
determine:

Dada a equagdio daretar : 3x+y+2 =0

a) a equacdo da reta paralela a r que passa pela origem.
b) a equacdo da reta paralela a r que passa por P(1, —1).
Exercicio 12. Dado o feixe de retas
ki(x+2y —4) +kp(10x — 4y +1) = 0,k1, k2 € R,

determine a reta t do feixe que é paralela a reta r : 3x + 4y —
V2 =0.

Exercicio 13. Determine a equagdo da reta que intersecta
simultaneamente os dois feixes de retas:
M2x+y—1)+px—y+1)=0peR
2)(x—y+2)+qBx+y—1)=0,g€ R

Exercicio 14. Dadasasretasr:y—1=0es:x—-2y+5=
0, obtenha a equacgédo da reta t, concorrente com r e com s e
paralela a reta u : 5x +y = 0.

Exercicio 15. A altura e a mediana relativas ao vértice B
do tridngulo ABC estdo contidas, respectivamente, em r :
2x—3y+12 =0es:2x+3y = 0. Sendo C = (4,—1),
determine A e B.

Exercicio 16. Num tridngulo ABC, o vértice A pertence
ao eixo das abscissas, o lado AC estd contido na reta r :
x+y+5 = 0eolado BC estd contido na reta s : 2x =
y + 2. Determine B de forma que a soma dos quadrados das
medidas dos lados do tridngulo é minima.

Exercicio 17. Considere o tridngulo retdngulo ABC de hi-
potenusa AC. Sabendo que:

o ponto C tem coordenadas (—5, —4),
o lado AB esta sobre o eixo x,

o lado AC estd sobre a reta r que é paralela a segunda
bissetriz,

determine a drea do tridngulo.
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Respostas e Solugdes.

1. Dadas duas retas r : ajx + by +c; =0es:ayx +byy +
¢p = 0, com os coeficientes de s ndo nulos,
a b c
reset_b_a
aa by o
ap by,

r//s&—=—
a b’ oo
a b

rxs et £ L
a " by

a) r e s sdo concorrentes.

b) r e s sdo paralelas.

¢) r e s sdo coincidentes.

d) A reta r é vertical e a reta s horizontal, logo formam
angulos diferentes com o eixo x e sdo concorrentes.

e) 1 e s sdo coincidentes, pois seus coeficientes sdo proporcio-
nais.

f) r e s sdo concorrentes, para todo t.

g) r e s sdo coincidentes se t = —7/2 e sdo paralelas caso
contrério.

h) A reta s é vertical e a reta ¥ ndo ¢, logo formam angulos
diferentes com o eixo x e sdo concorrentes.

2. Basta resolver o sistema linear:

x+2y—3=0 - x=-17/11
5x—y+10=0 y=25/11

A intersecdo é o ponto (—17/11,25/11).
3.

® Vamos determinar o ponto de interse¢do entre duas das
retas, digamos r e s.

2x+3y =0
x+5=2y

x=—-15/7
y=10/7

® Agora basta mostrar que esse ponto pertence a outra
reta, f. As coordenadas do ponto satisfazem a equagdo
da reta, de fato

—15 10
3. <7>—|—7—|—5—0.

Assim, as trés retas concorrem no ponto (—15/7,10/7).
4.

¢ Solugéo 1. Escolhendo duas retas quaisquer do conjunto,
por exemplory : x+2 = 0(m =0)ery, : 3y+3 =
0(m = —1), temos a interse¢do entre elas no ponto P =
(—2,—1). Substituindo as coordenadas de P na equagao
do conjunto,

(m+1)(=2)—3m(-1)+2—m=0,Vm € R.

Assim, P satisfaz a equagdo para qualquer valor de m,
logo todas as retas do conjunto passam por P.

® Solucdo 2. Podemos olhar a equagdo como um polinémio
na variavel m:

(x+2)+ (x=3y—1)m=0.

Assim, para que ele seja nulo para qualquer valor de m,
devemos ter seus coeficientes nulos, isto é,

x+2=0
> x=-2ey=—1
x—-3y—1=0
Portanto as coordenadas do ponto P = (-2, —1) anu-
lam o polindmio para qualquer valor de m. Assim, para
qualquer valor de m escolhido, P pertence a reta corres-
pondente, logo P passa por todas as retas.

5. As coordenadas do ponto de intersecdo das retas r e s é a
solucdo do sistema linear

xX+2y=2
2x —y =4

O ponto tem coordenadas x = 2 e y = 0, logo sua distancia d
até a origem ¢é
d = 2u.c.

6. Vamos analisar os pontos t = —2 e t = 3, onde os
coeficientes podem se anular, separadamente.

rd4y—1=0
t=-2=
s:—x—-5y+1=0

E claro que a reta r é horizontal e a reta s ndo é, logo sdo
concorrentes.

Sx+4y—-1=0
t=3= rox ety
s:—x+1=0

E claro que a reta s é vertical e a reta r ndo é, logo sdo
concorrentes.
Set # —2et # 3, os coeficientes sdo ndo nulos e

PSR t+2 4 -1 f— 1
B -1 t-3 1 ’
Logo, r e s sdo coincidentes apenas quando t = —1.

7.

a) Para que tenham um tinico ponto em comum devem ser
retas concorrentes, logo devemos ter

m 4

Assim, r e s tém um tnico ponto em comum para todo
valor de m diferente de 8.

b) Para que ndo tenham pontos em comum devem ser retas
paralelas.
Sem =0

{r 2x+y =0

=7rXs,

s:dy =2
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uma vez que é claro que s é horizontal e r ndo é.
Para m # 0,

r//s@%:%#%@szem#—l/6©m:8.
Assim, r e s ndo tém pontos em comum para m = 8.
8.
® Vamos analisar os pontos m =2, m = 0em = —1/2,

onde os coeficientes podem se anular, separadamente.

r:—8y—1=0
m=2=
s6x+5y+1=0

E claro que a reta r é horizontal e a reta s ndo é, logo
irdo se cruzar.

r:—2x—1=0
m=0=
sy+1=0

E claro que a reta r é vertical e a reta s horizontal, logo
irdo se cruzar.
r:—=5/2x4+2y—1=0

—1/2=
m=-1 {s:3/2.x+1:0

E claro que a reta s é vertical e a reta r ndo é, logo irdo
se cruzar.

e Suponha agora m # 2,0 e —1/2. Vamos analisar as
razdes entre os coeficientes ndo nulos das equagoes.

3m 2m+1
==m=1/2 ou m=-2/7

—2 4
M= T o 4m® —3m—2=0

Sem=1/2,
m—2

= —4m =-1=r=s
3m  2m+1 v

Sem=-2/7,

m—2 —4m
37_2m+1_8/35£71:>r//s.

Em resumo,
r=s,sem=1/2
r//s, sem=—2/7

r X s, caso contrario.

9. Note que se m = 0 a reta  ndo esta definida. Considere
m # 0. Vamos analisar as razdes entre os coeficientes ndo
nulos das equacdes:

@:iﬁmzlﬁmzl.
14 —2m 2 2
Se m # 0,1, entdo r e s sdo concorrentes.
Sem=1,
7m —m 1 -2
[yl ik Raherrie b S
Em resumo, se m = 0 a reta r ndo estd definida e, para
valores ndo nulos de m,

{r//s, sem=1

rxs, sem#1.

10. Temos
r//x=0eP(2,5) er=r:x=2.

As interse¢des duas a duas entre as retas r, s e t determinam
os vértices do tridngulo. Digamos
XA = 2

Aerns= = A=1(2,3)
xA—yA—f—l:O
xp—yp+1=0

Besnt= | b 7B = B=(3,4)
t:xp+yp—7=0
t:xc+yc—7=0

Cemr:>{ terye = C=1(2,5)
XCZZ

O perimetro P do tridngulo é dado por
P =d(A,B)+d(B,C)+d(C,A)
=\/(xa = x8)2 + (ya —y8)? + \/ (x5 — x)2 + (v — yc)?

+/(xc —xa)2 + (yc — ya)?
=2+ 2V2.

11. E claro que podemos encontrar o coefiente angular da
reta r e procurar pela reta de mesmo coeficiente angular que
passa pelo ponto dado. Vejamos outra solugdo.

A equacdo de um feixe de retas paralelas entre si, contendo
aretaré
3x+y+c=0,ceR

De fato, dadas duas retas rq; : ayx +bjy+c1 = 0 e rp :
asx + boy 4+ ¢ = 0, com os coeficientes de x e y ndo nulos, a

igualdade

a ar

A2 g

by b
é satisfeita trivialmente se a1 = b; e a, = by. Quando os
coeficientes de x e y sdo diferentes, podemos reescrever uma
equagdo com os mesmos coeficientes da outra. Vejamos:

rpiapx+byy+c =01y kbyx +by+c; =0
a

(z)ryébzx—i-bzy—i-cz:o

b
a1x + by + *1C2 =0.

=1 b

a) Searetar:3x+y+c = 0 passa pela origem, entdo
(0,0) deve satisfazer a equagdo 3x +y +c¢ = 0 para
algum c € R:

30+0+c=0=c=0.
Logo, a reta paralela a r passando por (0,0) é 3x +y = 0.

b) Se aretar:3x+y+c = 0 passa por P, entdo (1,—1)
deve satisfazer a equagdo 3x +y + ¢ = 0 para algum
ceR:

31+ (-1)+c=0=c=-2.

Logo, a reta paralela a r passando por P(1,—1) é 3x +
y—2=0.
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12. Reescrevendo a equacdo do feixe de retas:
(k1 + 10ky)x + (2ky — 4kp)y — 4ky + kp, = 0.
As retas paralelas a r tém equacgdo
3x+4y+c=0,ceR.
Assim, temos o sistema:

{kl + 10k, =3

=k =13/6eky =1/12.

oy —dky =4 1T /O =1/
Substituindo os valores de k; e k, na equagdo das retas para-
lelas a r temos

c=—4ky+ky=-103/12 =t : 3x + 4y — 103/12 = 0.

13. Vimos no Exercicio 4 como achar o ponto de intersecdao
de um feixe de retas. Note que se P e Q sdo os pontos de
intersecdo dos feixes (1) e (2) respectivamente, entdo a reta
que passa por P e por Q tem interse¢do com os dois feixes.

2x+y—1=0 B
{x_y+1:0 = P(x,y) = P(0,1)
x—y+2=0 o

A reta que passa por P e Q é dada por 3x +y —1=0.

14. E claro que podemos encontrar o ponto de interse¢ao
das retas r e s e procurar pela reta de mesmo coeficiente
angular que u que passa por esse ponto. Vejamos outra
solucéo.

¢ Asretas r e s concorrem num ponto, o qual denotamos
P. Note que o conjunto de retas

kl(y—1> +k2(x—2y+5) =0,k,kp € R

também contém o ponto P, logo, para qualquer valor de
ki e kp escolhido, diferentes de (k1,kp) = (1,0) ou (0,1)
(esses valores nos dao as retas r e s), a reta correspon-
dente concorre com r e s.

® Basta encontrar qual das retas do conjunto é paralela a
reta u. Temos que

t//u=t:5x+y+c=0, para algum c.
Reescrevendo o feixe de retas como
kox + (k1 — 2ky)y — ky + 5k, = 0,
temos

k2=5 ok=1leky=5
ky—2kp =1 1T eREe

Substituindo os valores de k; e ky em ¢ = —kq + 5k,
temos a equacdo da reta ¢ procurada:

5x+y+14=0

15.

O vértice B pertence a intersecdo das retas v e s.

2x 3y +12=0
{x v = B(x,y) = B(~3,2)

2x+3y =0

A reta r é perpendicular a reta que contém o segmento
AC, denotada r4c. Como o coeficiente angular de r é
2/3, o coeficiente angular de r4¢c é —3/2. Além disso,
rac contém o ponto C. Isso implica

raciy= 245
AC - y - 2 .
* O ponto M, onde a mediana atinge o segmento AC,
pertence a intersecdo das retas s e r5c.

2x+3y =0
_ = M(x,y) = M(6,—4
Y= §x+5 (x,y) ( )

e Como M é o ponto médio do segmento AC,

Xc+xa yctya _
2 Me T T UM

Substituindo os valores que ja foram obtidos, encontra-
mos x4 = 8 eys = —7. Assim, o vértice A é o ponto
A(8,-7).

16.

* O vértice C pertence a intersecdo das retas r e s.

5=0
{x+y+ = C(x,y) = C(~1,—4)

2x=y+2

¢ O vértice A pertence a intersegdo da reta r com o eixo
das abscissas.

{x+y+5:0

=0 = A(x,y) = A(-5,0)

O vértice B(xp, yp) pertence a reta s : 2x = y + 2, logo

2xp=Yp+2 < yp=2xp—2

A soma é dada por

S =d(A,B)*+d(B,C)* +d(C,A)*
=(xp = x4)* + (yp —ya)* + (x5 — xc)* + (v — yc)?
+d(C, A)?
=(xp +5)%+ (2xg —2)% + (xp +1)% + (2x3 +2)?
+d(C, A)?
=10x3 + 12x5 + 34 +d(C, A)2.
A soma S pode ser vista como uma fung¢do do segundo

grau na varidvel xp e seu gréfico é uma parabola com
concavidade voltada para cima. Logo, para achar seu
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minimo basta encontrar o valor da abscissa do vértice
da parabola. Assim,

O valor de yp é

-3 —16

O vértice B do triangulo é o ponto (—3/5,—-16/5).
17.

® A reta r é paralela a segunda bissetriz (y = —x) e contém
o ponto C, logo

r:y+x+k=0, para algum k Sk
(=5,—4)er

logor:y+x+9=0.

* Como AC C r e AB C eixo x, o vértice A pertence a
interse¢do de r com o eixo x:

{r:y+x+9:0:>A:(_9 0).

y=0

* Como o tridngulo é retdngulo e sua hipotenusa é o lado
AC, o angulo entre AC e AB deve ser reto. Assim, a reta
s que contém o lado BC deve ser perpendicular ao eixo
x (que contém AB) e conter o vértice C.

tx =k, 1 k
{s x paraalgumk _ o

(=5,—4)€s
logos:x = —5.
e Como B € sN eixo x, entdo B = (—5,0).

Considerando o segmento AB como a base do tridngulo, a
drea pode ser calculada como

_ |AB|.|BC| _ d(A,B).d(B,C)

A 2 2

= 8u.a.
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