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1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Classifique as conicas a seguir em elipse,
parébola ou hipérbole.

a) X2 +4xy+y*=1

b) 4x? —dxy+7y> +12x+6y —9 =0

o) X*4+2xy+yP—x+y+1=0

d) —5x%+26xy —5y2 —72=0

e) 3x2 +2xy +3y?> —4x —4y =0

f) 16x% — 24xy +9y> + 15x + 17y + 15 = 0.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 2. Identifique as conicas do exercicio anterior e
faca um esbocgo das curvas.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 3. Sejam xOy um sistema de eixos ortogonais e
XOY o sistema de eixos obtido por uma rotagdo de 60° no
sentido anti-horério do sistema xOy.

a) Se uma pardbola é dada por (Y —2)? = 8(X — 1) nas
coordenadas X e Y, determine seu vértice e sua diretriz
nas coordenadas x e y.

b) Faga um esbogo da curva no sistema xOy.

Exercicio 4. Sejam xOy um sistema de eixos ortogonais e
XOY o sistema de eixos obtido por uma rotagdo de 30° no
sentido anti-horério do sistema xOy.

a) Se uma curva é dada por 4(X —2)%2 + (Y — 1)2 = 4 nas
coordenadas X e Y, determine o centro e os focos da
cOnica nas coordenadas x e y.

b) Faga um esbogo da curva no sistema xOy.

c) Mostre que a reta

r(2V3+ 1) x4+ (2-V3)y+2=0
ndo intersecta a conica.

Exercicio 5. Identifique a conica C : 13x? + 10xy + 13y? —
72 = 0. Em seguida, mostre que a reta  : 3v2x + ﬁy +6 =
0 intersecta a conica em dois pontos.

Exercicio 6. Considere a cOnica
4x* — 4xy +y* —18x — 16y +39 = 0.

a) Identifique a conica.

b) Determine seus elementos principais nas coordenadas x
ey.
¢) Faca um esbocgo da curva.
Exercicio 7. Considere a conica
X —6xy+y*+2x —8y—4=0.
a) Identifique a conica.

b) Determine as coordenadas x e y do centro e dos vértices
da conica.

¢) Faca um esbogo da curva.
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Respostas e Solugdes.

1. Para cada item calcule o discriminante B2 — 4AC. A
cOnica é uma elipse se esse valor for negativo, é uma
parébola se for nulo e é uma hipérbole se for positivo.

a) Hipérbole b) Elipse c) Pardbola d) Hipérbole e) Elipse f)
Parébola.

2. Nos itens a, b e c substitua as equagdes de rotacao

x = Xcosf —Ysinf
y = Xsin® + Y cosf

na equagdo da conica e escolha um angulo 6 tal que o
coeficiente do termo misto xy seja nulo.

a) Substituindo as equagdes de rotacdo e usando que sen’x +
cos?x = 1, temos

(1+4sinfcosf)X> + (1 —4sinfcosh)Y?
+4(cos? —sin? ) XY = 1.

Para eliminar o termo misto XY devemos ter cos? —
sin?# = 0, o que implica | cos 8| = | sin #|. Podemos escolher
o0 angulo § = 45°. Temos cos @ = sinf = 1/2/2. Substituindo
esses valores na equagdo da conica nas coordenadas X e Y,
temos
XY o1e X _yiog
— — = m — =1,
que é uma hipérbole centrada na origem, com parametros
a?> =1/3,b* =1e c* = 4/3, vértices (—/3/3,0) e (v/3/3,0)

e focos (—2\/3/3, 0)e (2\@/3, 0).

Para fazer o esbogo do grafico da conica, a intersegdo da
curva com os eixos Ox e Oy pode ajudar. Aqui as intersec¢oes
sdo os pontos (1,0), (0,1), (—1,0) e (0, —1).

(0,58, 0)
1 z

b) Como no item anterior, substituindo as equagdes de
rotagdo e usando que cos(20) = cos? 6 — sin’ 6 e sin(26) =
2sinfcosf, o coeficiente do termo misto nas coordena-
das X e Y é 3sin(20) — 4 cos(26). Para que esse coeficiente
seja nulo, devemos ter sin(260)/ cos(20) = 4/3. A partir
de um triangulo de lados 3,4,5, temos sin(20) = 4/5 e
cos(20) = 3/5. Das igualdades trigonométricas para arco
duplo

1+cos(20) 4 . 1—cos(20) 1

= _—esinff=——"1"" — -

20
cos™6 = 2 5 2 5

0 que nos da cosf = 1/+/5esin® =2/+/5.
Substituindo os valores encontrados na equacdo da conica
nas coordenadas X e Y, chegamos a

3X2 +8Y2+6V5X -9 =0,

que equivale a
(x++5)2  Y?
——+ =1
8 3

Ea equacdo de uma elipse, centrada em (—\@,0), com eixo
maior paralelo ao eixo Ox, de tamanho 4+/2, e eixo menor de
tamanho 21/3.

Para esbogar a curva, o angulo de rotagdo 6 pode ser marcado
através do valor de sua tangente. Basta observar o tridngulo

retdngulo de lados 1,2 e V5, correspondente aos valores do
seno e do cosseno de 6. As intersecbes da cOnica com 0s
eixos também podem ser indicadas: (0, *3*76\/2), (0, *3+76‘/§),
(_32?V§,0)e (—3ﬁfv5,0)

—

(u]

3

¢) Substituindo as equagdes de rotacdo na equagédo da conica,
temos

X2(2cos? 6 +sin(26)) 4 Y2(2sin? 6 — sin(26)) — 2XY cos(26)
+ X(sin® — cos6) + Y(sinf + cosf) +1 =0

Tgo=12

Para anular o coeficiente do termo misto xy, devemos ter
cos(20) = 0. Podemos escolher 6 = 71/4. Aqui, sinf =

cos® = v/2/2. Substituindo esses valores na equacdo da
cOnica no sistema XOY,

2X2+V2Y +1=0,
o que implica

Y+§ — _V2X2.

E a equacdo de uma parabola com concavidade voltada
para baixo, vértice (0, 2/ 2), foco (0, —5/2/ 8) e diretriz
Y = —3v2/8.

Se quisermos marcar o vértice da conica original, basta subs-
tituirmos as coordenadas X e Y do vértice da cdnica rotacio-
nada nas equagdes de rotagdo:

2 1
x = Xycost — Yysinf = g(XV—YV) = >

2 1
y= Xvsin9+cho59 = %(XV‘FYV) — _E'
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Assim, o vértice da conica original é o ponto (1/2,—1/2).
Da mesma forma, encontramos as coordenadas x e y do foco:
(5/8,—5/8). Observe que a distancia do vértice ao foco e a
diretriz, dada pelo pardmetro p, ndo muda com a rotagéo.

Nos préximos trés itens vamos utilizar diretamente a
equacdo que o angulo 6 de rotagdo deve satisfazer para que
o termo misto na equagdo geral da conica seja anulado.

d) O angulo procurado deve satisfazer

cos(20) A-C

sn(20) = B

entdo podemos escolher 0 = 77/4. Assim, as equagdes de
rotagdo sdo
V2, V2

x=Xcos —Ysinf = TX_ —Y

V2, V2

y=Xsinf+Ycost = —X+—Y

Substituindo na equacdo da conica, 4X2 —9Y? = 36, isto €,

Xz v?

———=1

9 4
Temos a equagdo de uma hipérbole, centrada na origem, com
pardmetros a?> =9, b> = 4, ¢? = 13, vértices (3,0) e (—3,0) e

focos (1/13,0) e (—/13,0).

Para encontrar as coordenadas x e y dos vértices e dos focos,
basta substituir as coordenadas X e Y desses pontos rotacio-
nados nas equagdes de rotagdo, como no item anterior. Isto
nos da os vértices (3\@/2,3\@/2) e (—3\@/2, —3\@/2), e
os focos (v/26/2,1/26/2) e (—v/26/2,—+/26/2).

Qs 45°
16 14 12 10 8 & 4, 2 2 4 6 8

0 12 14

e) O angulo procurado deve satisfazer

cos(20) A-C

sin(20) B =0,

entdo podemos escolher 6 = 71/4. Assim, as equagdes de
rotacdo sdo

V2, V2

x = Xcosf —Ysinf = —X— —Y

\f \f

y = Xsinf +Ycost = —X+ —Y.

Substituindo na equagdo da conica,

— 22X =0.

Completando quadrados, isso equivale a

(X~ v2/2)*
1/2

2X? 4+ Y?

+Y?=1.

Temos a equagdo de uma elipse, centrada em (\@ /2,0), com
eixo maior paralelo ao eixo Oy, de tamanho 2, e eixo menor

de tamanho v/2.

Para esbogar a curva, os pontos de intersegdo com os eixos
Ox e Oy podem ajudar. Sao eles (4/3,0) e (0,4/3). O centro
da conica no sistema xOy pode ser encontrado substituindo
as coordenadas X e Y desse ponto rotacionado nas equagdes
de rotacdo. Isto é

x:ﬁ(x—y):ﬁ<‘f—o) :%

2 2
V2 V2 (V2 1
e % (Fe) -

Assim, o centro é (1/2,1/2). Lembre que as medidas dos
eixos maior e menor néo se alteram com a rotagéo.

f) O angulo procurado deve satisfazer

cos(20) A-C_ 7
sin(20) ~ B 24’

Esta equacdo junto com sin?(26) + cos?(20) = 1, nos da

sin(20) = 24/25 e cos(20) = —7/25. Dai,
1+cos(20) 9 . 1—cos(20) 16
2 = —_— L = — 2 = —_— L = —
cos” 0 = > o5 € sin 5 5
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Escolhemos 6 tal que cos@ = 3/5 e sinf = 4/5. Assim, as
equagdes de rotagdo sdo

x = Xcosf —Ysinf = §X— %Y
5 5
. 4 3

y = Xsinf +Ycost = 5X+5Y.

Substituindo na equagdo da conica, chegamos a

25Y? — 50X 4+ 10Y + 71 = 0.

Completando quadrados, isso equivale a
(Y +1/5)2 =2(X —7/5).

Temos a equacdo de uma pardbola, com vértice em
(7/5,—1/5), concavidade voltada para direita, parametro
p =1/2, foco em (19/10, —1/5) e diretriz X = 9/10.

Para esbocar a curva podemos marcar o vértice nas coorde-
nadas x e y. Substituindo as coordenadas X e Y do vértice da
cOnica rotacionada nas equagdes de rotagdo, encontramos o
vértice da conica original, (1,1). Podemos observar também
que ndo hé interse¢do com os eixos Ox e Oy.

3. a) Denotando o angulo 6 = 60°, temos cosf = 1/2 e
sin® = /3/2. As equagoes de rotagio sio dadas por

x=Xcos€—Ysin9:§—§Y

3 Y
y = Xsinf+Ycost = £X+ =.

2 2
A parébola rotacionada tem vértice no ponto (1,2). Uti-
lizando as equagbes de rotacdo, as coordenadas x e y da
parébola sao

1 V3, 1
e e
V3
Nas coordenadas X e Y a diretriz tem equagdo X = —1. As
equagdes de rotagdo
X V3
=573 )
3 Y

implicam x + v/3y = 2X. Logo, a equagao da diretriz nas
coordenadas x e y é d : x + /3y = —2.

b) Com as informagdes obtidas no item anterior podemos
fazer um esboco.

0=60°

4. a) Denotando o angulo 8 = 30°, temos cosf = V3/2 e
sinf = 1/2. As equagdes de rotagdo sdo dadas por

x = Xcosf —Ysinf = ?X—g

y = Xsin0+Ycost = X + éY.
22
A conica tem centro com coordenadas X e Y C = (2,1)
e focos com coordenadas X e Y F; = (2,1—-+3) e F, =
2,1+ \@) Usando as equagdes de rotagdo, encontramos as
coordenadas x e y desses pontos. O centro tem coordenadas

1 1

Vo L _ M2, L\ 3__

=7 2 2 5= V3-3
X V2 V2 V3

S MEy 2 VS VO g
Yye=75175 2+2 2 T

3v3-1

Xp = X = 2 e =
YF1 §+§Y:§+¥(1_\/§):V§;1‘
XF2:£X—X:£_2_1_\@:3\@—1
2 2 2 > >
yF2=§+§Y:§+§(1_\/§):\@2—1‘

b) Para fazer o esbogo podemos utilizar os pontos obtidos no
item anterior. Além disso note que a elipse rotacionada tem
eixo maior paralelo ao eixo Oy, de tamanho 4 e eixo menor

de tamanho 2.
I \
f
‘*\\ ; \
L \\7/“‘
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c) Vamos verificar que ndo ha intersecdo entre a reta e a
elipse no sistema XOY. A equagédo da reta nas coordenadas X
eYé

(2V3+1) (@X—g +(2-3) <>2< \€Y> +2=0,

que simplificando se torna
Y =2X+1.

Substituindo a coordenada Y da reta na equacgédo da conica
no sistema XOY,

4X =22+ (2X+1-1)2=4e2X>—4X+3=0,

que tem discriminante A = —24 < 0. Logo, ndo ha intersecéo.

5. Como a equacgdo geral da conica tem o coeficiente do
termo misto ndo nulo, vamos fazer uma rotagdo para elimina-
lo. O dngulo 6 de rotagdo deve satisfazer

cos(20) A-C

sn(20) BV

logo 6 = 7t/4 pode ser o dngulo escolhido. As equagdes de
rotagdo sdo, portanto,

V2

=—(X-Y
x= Y2 (X-Y)
2
y=V2(x+v)
2
Substituindo na equacdo da conica chegamos a
Xz Y?
18X2+8Y2 —72 =0 -+ 5 =1

A codnica é uma elipse, centrada na origem, com eixo maior
paralelo ao eixo Oy, de tamanho 6 e eixo menor de tamanho
4.

Vamos ver que a reta r intersecta a elipse em dois pontos no
sistema XOY. Rotacionando a reta 45°, obtemos

3\@%(}(—1/) +ﬁ§(x+Y) +6=0,

que simplificando leva a Y = 2X + 3. Agora, substituindo
a equacgdo da reta no sistema XOY na equacdo da elipse no
mesmo sistema, temos

9X? +4(4X> + 12X +9) = 36 < 25X* + 48X =0,

que possui duas solugdes. Os dois valores de X que solucio-
nam essa equacao sdo as abscissas dos pontos de intersecao.
Substituindo esses valores na equagdo da reta podemos en-
contrar as respectivas ordenadas desses pontos.

6. a) A equacdo da conica tem o coeficiente do termo misto
xy diferente de zero. Vamos fazer uma rotacdo para eliminar
esse termo e conseguir identificar a conica. O dngulo 6 de
rotacdo é tal que

A-C 3

cos(20)
sin(20) B 4

Fazendo um tridngulo retdngulo de lados 3,4,5, temos

sin(20) = 4/5 e cos(20) = —3/5. Das igualdades trigo-
nométricas para arco duplo
14cos(26) 1 . 1—cos(20) 4
2 = — L = — 2 = — L = —
cos” 0 = 5 5 e sin 0 > 5
As equagdes de rotagdo sao
?X - iy - \[ (X —2Y)
2‘[ gy - ‘f 2X+Y).

Substituindo essas equagdes na equagdo da conica temos

%(X—ZY)Z — %(X—ZY)(X+2Y) +
18+/5 -16V/5
- —an - =

%(ZX—i— Y)?

(2X+Y)+39=0,
que equivale a

5Y2 4+ 44/5Y — 10v/5X + 39 = 0.

Completando quadrados, reescrevemos essa equagdo como

(28 el 5)

que, é uma pardbola com concavidade voltada para a

7V5 =25 V/5/2, foco

direita, vértice (ﬁ,—) parametro p =

(6\/g ’2f> e diretriz d : x = v/5/5.

b) Substituindo as coordenadas X e Y do vértice nas equagdes
de rotagdo, no sistema xOy o vértice tem coordenadas

Xy = \ég(X 2Y) = \5f<71\0[+ {) %

V5 f(mf 2\@>:1'

yv =5 @X+Y) =5 5

Da mesma forma, o foco tem coordenadas (2,2). Para achar
a diretriz no sistema xOy note que somando as equagdes de

rotagao
x= ?(X —2y)

2y = Z\f (2X+Y)
temos x + 2y = v/5X. Logo, a diretriz tem equacéo
x=15V5/5-2y=1-2y

nas coordenadas x e y.

¢) Podemos utilizar as informagdes obtidas no item anterior.
O angulo 0 pode ser marcado fazendo um tridngulo retdngulo
utilizando o valor de sua tangente. Além disso, também é ttil
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marcar a intersegdo da conica com os eixos Oy, que acontece
nos pontos (0,3) e (0,13).

7

7. Vamos fazer uma rotagdo para identificar a conica. O
angulo 6 de rotagdo para eliminar o termo misto xy satisfaz

cos(20) A-C
- = =0,
sin(20) B

logo podemos escolher § = 7t/4. Temos sinf = cosf =
V2/2. As equacgdes de rotagdo sdo

xz%(X—Y)
yz?(X—l—Y).

Substituindo na equacdo da conica

%(X— YR —2(X - Y)(X+Y) + %(x+y>2 + %(X— Y)

—Szﬁ(X—i-Y)—4:0:>
—2X2+4Y? —3V2X —5V2Y —4=0=

(Y —5v2/8)? (X +3v2/4)?%

39/32 B 39/16 =1

A conica é uma hipérbole com parametros a®> = 39/32,
b2 = 39/16 e ¢ = 117/32. As coordenadas X e Y do
centro sio C = (—3+v/2/4,5v/2/8). As coordenadas X e
Y dos vértices sio A; = (—3v/2/4,5v2/8 — /39/32) e
As = (—3v/2/4,5v/2/8 +/39/32).

Usando as equagoes de rotagdo, as coordenadas x e y do
centro e dos vértices sdo, respectivamente,

xcz?(Xc—YC) :? <_34\@_5\8@> :_1§1
ye = ?(XCH@ _ % (-34\@ 5\8@> _ _%_
XA1 = g(xm — Y1) = %\/@
Yar = ?(XA1 Yy = @'

V2 —11++/39
Xp2 = T(XAZ —Yao) = —s

V2 -39 -1
Ya2 = T(XAz +Yar) = — 5

¢) Podemos utilizar as informagdes obtidas no item anterior.
Além disso, também é util marcar a intersecdo da cdnica
com os eixos Ox e Oy, que acontece nos pontos (-1- V5, 0),

(—1++/5,0), (0,4 —2+/5) e (0,4 +2/5).

N

12 10 8 6
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