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1 Exercicios Introdutdrios

Exercicio 1. Nos itens abaixo, encontre uma expressao
para a inversa de cada uma das funcdes.

a) f(x)=x>+2.
b) g(x) = V=X —1

Exercicio 2. Considere a fungdo f : R — R dada por
f(x) = x+3.

a) Verifique que se x1 # xp, entdo f(x1) # f(x2).

b) Verifique que dado y € R existe x € R tal que f(x) =
y.

c) Conclua que f é inversivel e encontre a sua inversa.

Exercicio 3. Verifique que f : R — R dada por f(x) =

x? ndo é inversivel.

Exercicio 4. A figura abaixo representa o gréafico da
funcado f : R — R. Esboce o grafico da sua inversa

Exercicio 5. Encontre a inversa das fun¢ées dadas e de-
termine o dominio de cada uma.

x
ay=sz

b) y=+/(2x+43—7

1—x
Q y= <21;> .

Exercicio 6. Seja f uma fungdo de R em R bijetiva tal
que f(x +3) = 2x — 1. Determine f~!(x).
x f—

Exercicio 7. Seja a fungdo f(x) = 1—#7925' de A em B,

bijetora. Determine a expressdo de sua inversa.

Exercicio 8. Construa o grafico da fungdo f(x) = 2+
log,(x —1).

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 9. Na(s) questdo(des) a seguir escreva nos
parénteses a soma dos itens corretos.

1. Sobre fungoes reais, é verdade que:
(01) O dominio de f(x) =7x/(x+2) é R.
(02) f(x) = 3x? + 4x é uma fungao par.

(04) f(x) = (3x +2)/2x é a fungdo inversa de g(x) =
2/(2x —3).

(08) Sendo f(x) = 2x + 4, entdo f(x) > 0, para todo
x> 0.

(16) Sendo f(x) = 4x? — 7x, entdao f(—1) = 11.

Exercicio 10. As trés fungdes f, ¢ e h satisfazem h(x) =
g(f(x)). Se h(x) =x%+2x —4de g(x) =3e*—2,qualéa
equagdo de f(x)?

Exercicio 11. Encontre a inversa de f : R — R dada por
f(x) = 4e** +3.

Exercicio 12. Encontre a inversa de i : [-1,0] — [0,1],
h(x) = —x2.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 13. Defina a funcdo g(x) = 3x + 2. Se g(x) =
2f~1(x) e f~1(x) é a inversa da fungdo f(x) = ax +1b,

a
encontre o valor de

Exercicio 14. Dé um exemplo de uma bijegdo f : R — R
tal que f + f ' e f — f~! sdo também bijecdes.

Exercicio 15. Se f : [2,+00] — [1,+00] é dado por
f(x) = x*> —4x + 5, mostre que f é uma bijegdo e en-
contre os pontos de interse¢do entre os graficos de f e
7

Exercicio 16. Na figura, a curva f definida por f(x) =
2x + 1 e sua inversa f ! representam lados opostos de um
trecho de rua. Nessas condic¢des, pode-se afirmar que a
distancia minima a ser percorrida para atravessar essa rua,
do ponto P até o ponto Q, em unidades de comprimento,
é igual a:

a) V2.
b) 2.
o) 2v/2.
d) 3.
e) 3v2.
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Exercicio 17. Dados a, b, ¢, d € R* seja f

R\{—d/c} — R\{a/c} dada por f(x) = Z;C:L—Z
fique que f é uma bijegdo e obtenha uma expressdo para

a sua inversa.

Veri-

Exercicio 18. Considere a fungdo f definida por f(x) =
Z;is, em que 4, b, ¢ and d sdo nameros reais ndo nulos,
possuindo as propriedades f(19) = 19, f(97) = 97 e
f(f(x)) = x para todos os valores de x exceto —£. Encon-
tre o inico niimero que ndo estd na imagem de f.

Exercicio 19. se f(x) = ax+be f~!(x) = bx +4a, com
a e b reais, determine o valor de a + b.

Exercicio 20. Para quantos valores de x € [0, 7] vale que
sen~!(sen 6x) = cos!(cosx)?
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Respostas e Solugdes.
1.
2 ) = V2.
b) ¢ 1(x) = —x2—1.
2.

a) Sex1+3 = f(xl) = f(xz) = Xxp + 3, entdo x1 = Xxp.
Portanto, x1 # xp implica f(x1) # f(x2).

b) Dado qualquer y, para x = y — 3, temos f(x) = x +
3=(y—-3)+3=y.

¢) Os itens anteriores mostram que f é injetiva e sobreje-
tiva, ou seja, é uma bijecdo. A inversa de f é a funcdo
¢ :R — R dada por g(x) = x — 3.

3. Como f(—1) = f(1) =1, f ndo é injetiva e consequen-
temente ndo admite inversa.

4. Como o grafico da fungdo inversa pode ser obtido por
meio de uma reflexdo na reta y = x. O esbogo do gréfico
é representado por:

5.

by = S D) = () e
D(f) =R

O f!:y = 1+loggx, D(f) = R,+w) e D(f) =
(0, +00).

6. Substituindo x por k — 3, temos f(k—3+3) =2(k —

3) — 1, ou seja, f(k) = 2k —7. Temos entdo que f(x) =

2x — 7. Como queremos a inversa, basta isolar x, ou seja,
flx)+7 x+7

X= o Concluimos que f~!(x) = 5

7.
ox=2
YT 11«
y+yx x—2
yx—x = —-y-—2
x(y—-1) = —-y-2
_ y+2
x = 1=y
Portanto, temos que f~!(x) = 3164_-92{

8. Temos

y = 2+log,(x—1)

y—2 = logy(x—1)
22 = x—1
27241 = «x

basta construir o grafico de y = 2*72 + 1 e refleti-lo com
respeito a reta y = x:
by

3

2

-2

9. (Extraido do Vestibular da UFBA)

(01) Falso, pois x = —2 ndo estd no dominio.

(02) Falso, pois —1 = f(—1) # f(1) =7.

(04) Verdadeiro, pois g(f(x)) = g(f(x)) = x.

(08) Verdadeiro, pois 2x +4 > 2-0+4 = 4, para x > 0.
(16) Verdadeiro, pois f(—1) = 4(—1)2 —7(-1) = 11.
Portanto, a soma das respostas verdadeiras é 28.

10. Como ¢ é injetiva e sua inversa é ¢~ 1(x) =

In (x—:}S—Z), temos

flx) =
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11. Para encontrar a expressdo algébrica da inversa, note
que

x = 4e% 43
X;?) _ ezy
nE=2) = oy
In(*7%)
2 ¥

Como a imagem de f é o conjunto (3,+c0), a sua in-
versa é a funcdo f~!: (3,+o0) — R, dada por f~!(x) =
x—3

In 1

12. Sey = —x?, entdo x = +,/—y. Como o dominio de f
é [—1,0], segue que x = —,/—y. Portanto a inversa de h é
a fungao h=1:[0,1] — [~1,0] dada por h~1(x) = —/—x

13.  Dex = f(f_l(x)) = ﬂ(f_l(X)) + b, segue que
f1(x) = *b. Assim temos

gx) = 2f(x)
axr2 = 2.0
a
Dai% :3e—2a—b =2,0ousea a=2/3eb=-2/3.
a+b
Consequentemente =0.
14. Escolha f(x) = 2x. Dai fl(x) = x/2 e

(f+ fH(x) = 5x/2, (f — f~1)(x) = 3x/2 sdo bijecdes
de R em R.

15. Como f(x) = x> —4x +5 = (x —2)? + 1, para que y
esteja na imagem de f, basta que

y = (x—2)%+1
y—1 = (x—2)?
EVy—-1 = x-2

Como x > 2, devemos ter x —2 = /y — 1, ou seja, x =
¥ — 1+ 2. Definindo g : [1, +c0] — [2, +0c0] por g(x) =
Vx—1+2, temos g(f(x)) = f(g(x)) = xeassim g éa

inversa de f. Queremos agora determinar os valores de x
tais que
Vi—1+4+2=(x—-2)2+1

Seja z = v/x —1. A equagdo anterior pode ser reescrita
como

z+2 (22 -1)2 41
(z4+1) = (z—1)*(z+1)?
(z+1D[1-(z=1)2%z+1)] = O

Como z > 0, segue que z(z2 —z —1) = (z = 1)%(z + 1) —
1 = 0. Novamente usando que z > 0, as solug¢des sdo

1
z=0ouz= +2\@. Lembrando que z = v/x — 1, temos
x=1oux= 5 _|_2\/§. Dado que x > 2 a tnica solugdo
produz o ponto de intersegdo (5 +2\/§, > +2\/§).

x—1

16. A inversa de f é dada por f~!(x) = . O
grafico de f intersecta o eixo y no ponto (0,1) e o grafico
de f~! intersecta o eixo x no ponto (1,0). Portanto, as
coordenadas de P e Q sdo, respectivamente, (1,3) e (3,1).
A distancia entre esses pontos é

JB-12+(1-3)2 =2v2.

17. Note que se x # a/c seque que

ay +b

T cy+d
cxy+dx = ay+bs
ylex—a) = b—dx s
d—bx

YT a—a

Como x é arbitrario, isso mostra que f é sobrejetora. De-
finindo g : R\{a/c} — R\{—d/c} por g(x) = ‘jx*_b:,
temos g(f(x)) = x. Se f(x1) = f(x2), x1 = g(f(x1)) =

2(f(x2)) = xp e isso mostra que f é injetiva. Portanto, f é
uma bijegdo e g é a sua inversa.

18. (Extraido da AIME) A inversa de f é f~!(x) = 24b.
Como f(f(x)) = x, f(x) = f~!(x). Substitutindo 19 e 97
temos o sistema,

19a+b __  19d—D
19¢c+d — a—19c

7
97a+b _  97d—b
97c+d —  a—97c

Dele podemos obter 116¢ = a — d. Assim

116a +b
F16) = ea
_ 116a+b
- a
Além disso,
116 = f(f(116))

a( 116;1+h) +b

C( 116Z+b) +d
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Isso produz

116a + 2b ~ 116
c (1163+b> +d
1160 +2b = 116(c(116(;7+b) +d)
116a+2b = 116¢(116+b/a) + 116d
116a+2b = (a—d)(116+b/a) + 116d
2b = 116¢(b/a)

Portanto, % = 58. Pelo problema anterior, esse é o tinico
nimero que ndo estd na imagem de f.

19. (Extraido da AMC) Temos

x = f(f7(x)
albx+a)+b
= abx+a*+b

Assimab =1ea?+b =0, ou seja, a2 +1/a = 0. Dai
®+1=0ea=0b=—1. Portantoa+ b = —2.

20. Sejam f(x) = sen !(sen6x) e g(x) =
cos 1(cosx). Para 0 < x < /12, temos f(x) = 6x.
Como sen(6(rt/6 — x)) = sen(6x), sen(6(7t/3 — x)) =
—sen(6x) e sen(6(r/3 + x)) = sen(6x), segue que
f(r/6—x) = f(x), f(m/3—x) = —f(x) e f(m/3+7) =
f(x). Dessas equagdes, podemos concluir que a fungdo f
possui periodo 71/3 e que o grafico é simétrico em relagdo

as retas x = 3 + 2k - g, com k € Z. Assim o gréfico

consiste de tridngulos justapostos como indicado na fi-
gura abaixo. Os gréficos de f e g se intersectam duas
vezes no intervalo [0, 71/6] e outras duas vezes no inter-
valo [7r/3,7/2]. Se m/2 < x < 7, entdo g(x) = x > 11/2
e consequentemente ndo existem outras intersecdes.

Propuzipo POR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
CONTATO@CURSOARQUIMEDES.COM
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