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Conicas
Exercicios - Parte I

1 Exercicios Introdutodrios

Exercicio 1. Reduza as equagdes das cOnicas a forma
candnica e identifique-as.

a) 4x? —y?> —24x — 4y +31=0
b) 9x% + 16y> — 96y =0

) 4x? —9y?> —16x+ 18y —29 =0
d) x> —4y?> —4x+8y =0

e) ¥ +x—8y+6=0.

Exercicio 2. Considere as curvas
Cr:x®>—10x+y+28=0
Cr:x®—y*—4x=0
Cs:x®+9y* +2x — 18y — 71 = 0.

Classifique-as e determine seus elementos principais.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 3. Determine a equagdo da elipse que
a) tem focos (0,3) e (0,2) e excentricidade 2/5.

b) tem centro na origem, um dos vértices sobre a reta focal
é (4,0) e passa por (2,/3).

Exercicio 4. Uma hipérbole # tem centro (1,2), distancia

entre os focos igual a 10 e vértices imaginarios (1,5) e (1, —1).

Determine a equagdo de H.

Exercicio 5. Sejam V = (3,5) o vértice de uma parébola P
ed :y—2 = 0 sua diretriz. Ache a equagado da parabola e
seu foco.

Exercicio 6. Esboce a regido do plano determinada pelas
equagoes a seguir.

a) Y +x—6y+9<0
b) —4x? +9y> —16x — 18y —43 <0
o) X2 +4y*+8x+12>0

Exercicio 7. Represente a regido do plano definida pelos
pontos que sdo solucdes do sistema

X +4y? +2x + 24y +33 < 0
{xz—y2+2x—6y—9 <0.
Exercicio 8. Esboce a regido dada pelo sistema
{xz — > —6x>0
|x| <5.

Exercicio 9. Represente a regido do plano definida pelos
pontos que sdo solugdes do sistema

9x% +4y* +18x + 16y — 11 < 0
2x% 4+ 4x —y > 0.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 10. Determine a equagdo da familia de elipses
com centro (2,3), reta focal paralela ao eixo Ox e excentrici-
dadee = %
Exercicio 11. Uma hipérbole tem vértices (0,3) e (0, —3), e
um de seus focos é o ponto (0,5). Determine a equacdo da

hipérbole e suas assintotas.

Exercicio 12. Sejam F = (-3, —3) o foco de uma parabola
com diretriz sobre o eixo Oy. Ache a equagdo da pardbola.

Exercicio 13. Esboce o conjunto dos pontos (x,y) € R? tais
que x? +y? —4|x| — 4y = 4.

Exercicio 14. Faca um esbog¢o do conjunto dos pontos do
plano que satisfazem a inequagédo

(9x2 + y* — 54x +72) (x — y* — 2) > 0.

Exercicio 15. Faga um esboco da regido do plano dada pelo
sistema

X2+ 9y* —2x — 18y +1>0

-y —2x+2y+4>0

x> 1.
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Respostas e Solugdes.

X2y —24x —4dy+31=0%

4(x* —6x)— (P +4y) +31=0 =
4[(x =32 -9 — [(y+2)* -4 +31 =0«
4(x—3)2-36—(y+2)*+4+31=0«
4x =372 - (y+2)0* =1«

_2)\2

(xl/i’) —(y+2)?=1.

A coOnica é uma hipérbole.
b)

9x% +16y* — 96y = 0 <
9x% +16(y> —6y) =0 &

9x% +16[(y —3)2 -9 =0 =

9x2+16(y—3)2—144:0<:)
(y —3)?

16+ g =1

A cOnica é uma elipse.

<)
4x* —9y? —16x +18y —29 = 0 &

4(x* —4x) —9(y* —2y) —29=0 <
4(x =22 -4 -9[(y—1)2-1-29=0«
4(x—2)?-16-9(y—1)*+9-29=0«
4x—2)2-9(y—-12 =36 <
(x-2? (y-1?%_,

9 4

A coOnica é uma hipérbole.

d)
4y —dx+ 8y =0
[(x =2 4] -4[(y-1)*-1]=0=
(x—2)2—4—4(y—1)>+4=0<
(x—

2)? —4(y-1)* =0

Note que apesar do sinal negativo entre os bindmios quadra-
dos, ndo tem como transformar essa equagdo na equagao de
uma hipérbole. Continuando a resolver temos

(x—2)?=4(y—-1)7° &
x—2=22(y—-1) &

*Eou *—E—}—Z
I

que sdo duas retas concorrentes.

Y4+x—8y+6=0%s

(y—4)?—-16+x+6=0<
(y—4Q?+x-10=0«
x—10= —(y —4)%
A coOnica é uma parabola.
2. Completando o quadrado, a equacdo de C; na
forma candnica é y +3 = —(x —5)%. Logo, C; é uma
pardbola com diretriz paralela ao eixo Ox, concavidade
voltada para baixo, vértice V = (5,—-3), 4p = 1, ou seja,

p=1/4. OfocoF é (5, -3 —p) = (5,—13/4) e a diretriz
d:y=-3+p=-11/4

Completando os quadrados, a equagdo de C; na forma

2 L2
(x 42) . yz = 1. Logo, C; é uma hipérbole de

canOnica é

centro C = (2,0) e com eixo real sobre o eixo Ox. Temos

2 =1p> =4,assima = b = 2. A relacio ¢ = a>+ b?
implica ¢ = V8 = 21/2. Assim, o comprimento do eixo real
¢ V1V, = 2a = 4, o do eixo imaginario é BiB, = 2b = 4
e a distancia focal é F;F, = 2c = 4v/2. Os vértices sdo 0s
pontos A1 = (0,0) e A, = (4,0), os focos sdo os pontos
F| = (2—-2v2,0) e F, = (2+2+/2,0). Sua excentricidade é

e=c/a= \@

Completando os quadrados, a equagdo de C3 na forma
1 2 -1 2

canodnica é (x ;_1 ) ¥ 9 ) = 1. Logo, a curva é uma

elipse de centro C = (—1,1) e eixo maior paralelo ao eixo
Ox. Temos que a> = 81 e b?> = 9 implicam a = 9e b = 3.
A relagdo ¢? = a%> — b? implica ¢ = /72 = 6/2. O com-
primento do eixo maior é 2a = 18, o do eixo menor é
2b = 6 e a distancia focal é F{F, = 2c = 12v/2. Os focos
sio F; = (-1 -6v2,1) e F, = (=14 6+/2,1). Por fim, sua
excentricidade é e = ¢/a = 2v/2/3.

3. a) A reta focal estd sobre o eixo Oy e o centro C =
é dado por

(x0,Y0)

(0,3)+(0,2)

(x0,y0) = ——5—— =1(0,5/2).

A distancia do centro aos focos é c = d(C,F) = d(C,R) =
1/2. Como a excentricidade ée =c/a =2/5ec =1/2, entdo
a = 5/4. Da relagédo a%2 = ¢ + b? temos b? = 21/16. Logo

(x=x)? W=y | ¥  (y=5/22
b2 a? 21/16 25/16
b) Como C = (0,0) e V; = (4,0) esté sobre a reta focal, entdo

a reta focal estd sobre o eixo Ox e a = d(C, V;) = 4. A elipse
tem equagdo
2 2
=
2
Como o ponto (2,1/3) pertence a elipse, substituindo suas
coordenadas temos b = 2. Assim, a equagdo da elipse é

X

2 2
SEN A
16" 4
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4. A distancia entre os vértices imaginarios é 2b = 6, logo
b = 3. A distancia entre os focos é 2c = 10, logo ¢ = 5. Da
relagdo ¢ = a2 + b?, temos a = 4. A hipérbole tem reta focal
paralela ao eixo Ox. Assim, sua equagdo é

(x-1? (y=2?%_,
16 9 '

5. A diretriz de P é paralela ao eixo Ox e o vértice estd
acima da diretriz, logo a pardbola tem concavidade voltada
para cima. O parametro p = d(V,d) = 3. Assim, a equacao

de P é 1
5= _—(x—3)?
y—>5 12(x 3)~.

Seu foco é F = (3,5—p) = (3,2).

6. a) Note que y> + x — 6y +9 < 0 equivalea (y —3)? + x <
0. Resolvendo primeiramente o caso em que temos igualdade
na inequagao, obtemos a parabola x = —(y — 3)?, que possui
concavidade para esquerda e cujo vértice é o ponto (0, 3).Para
esbogar a pardbola, calculamos o ponto em que ela cruza o
eixo Oy obtendo (—9,0). Agora, como estamos interessados
na regido em que a inequagdo ¢ satisfeita, dado um ponto da
parabola se diminuirmos o valor de x ainda iremos satisfazer
essa inequacdo. Sendo assim, a regido procurada corresponde
a pardbola juntamente com a regido sombreada (em azul) da
figura. Dé um zoom para melhorar a visualizagao.

b) Note, completando os quadrados, que —4x* +9y? — 16x —
18y — 43 < 0 equivale a

ULV )

Resolvendo primeiramente o caso em que temos igualdade na
inequagdo, obtemos uma hipérbole com centro C = (—2,1)

e reta focal paralela ao eixo Oy. Temos que a =2 e b = 3.

Entdo, desenhamos um retdngulo que tem como centro o
ponto C e lados de comprimentos 2a e 2b. As diagonais
desse retangulo estdo contidas nas assintotas da hipérbole
(as retas pontilhadas na figura abaixo). Vamos determinar
quais pontos (x,y) satisfazem a inequagéo original,
2 2
-1, x+27
4 9
Veja que para cada ponto sobre a hipérbole temos igualdade
nessa inequacdo. Por outro lado, partindo de um desses
pontos precisamos diminuir o valor absoluto de (y — 1), isto
é, a distancia do ponto a reta y = 1, para a desigualdade

continuar valendo. Assim, dado um ponto (x,y) sobre a
hipérbole, qualquer ponto (x,t) tal que |t — 1| < |y — 1] satis-
faz a desigualdade, além dos pontos da propria hipérbole.

c) Note que x2 +4y* 4 8x + 12 > 0 equivale a % +y* > 1

Resolvendo no caso em que temos uma igualdade no lugar
da inequagédo, obtemos uma elipse com centro C = (—4,0),
eixo maior de tamanho 4 e eixo menor de tamanho 2. Veja
que, quando movemos um ponto (x,y) dessa elipse ao longo
da reta que passa também pelo centro C, para mais longe
de C, pelo menos um dos valores absolutos entre |x + 4| e
|y| aumenta, de modo que passa a valer a inequagdo. Sendo
assim, os pontos que satisfazem a inequagdo original sdo
aqueles que estdo no exterior da elipse (veja a figura abaixo).
Os pontos da elipse ndo fazem parte da regido desejada, por
isso ela estd pontilhada.

QSR e S

2

25

7. Como na questdo anterior, note que ambas inequacées
possuem uma fronteira delimitada por uma conica. A pri-

meira delas equivale a % + (y+3)? < 1easegunda a

(x +1)2 — (y +3)? < 1. Se fosse uma igualdade na primeira
inequagdo teriamos uma elipse com centro C = (—1,-3),
eixo maior de tamanho 4 e eixo menor de tamanho 2. Quando
movemos um ponto (x,y) dessa elipse ao longo da reta que
passa também pelo centro C, para mais perto de C, pelo
menos um dos valores entre (x + 1)? e (y + 3)? diminui,
de modo que passa a valer a inequacdo. Sendo assim, os
pontos que satisfazem a desigualdade original sdo aqueles
que estdo no interior da elipse. Os pontos da elipse néo
satisfazem a inequacdo. J4 na segunda inequagao, trocando
a desigualdade por uma igualdade temos uma hipérbole.
Ela tem o mesmo centro que a elipse, reta focal paralela
ao eixo Ox e vértices (—2,—3) e (0, —3). Para cada ponto
sobre a hipérbole temos igualdade nessa inequacdo. Reescre-
vendo a inequacdo como (x +1)? < 1+ (y + 3)?, partindo
de um desses pontos da hipérbole, precisamos diminuir o
valor absoluto de (x + 1), isto é, a distancia do ponto a reta
x = —1, para a desigualdade continuar valendo. Assim, dado
um ponto (x,y) sobre a hipérbole, qualquer ponto (t,y) tal
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que |t + 1| < |x + 1| satisfaz a desigualdade. Os pontos da
propria hipérbole ndo satisfazem. Desenhamos no mesmo
plano as areas correspondentes as inequacdes pintadas em
azul. A solugdo do sistema é a intersecdo das duas éareas,
a qual aparece em tom mais forte pela sobreposi¢do. Na
segunda figura visualizamos apenas a solugao.

8. A primeira inequagdo equivale a @ — % > 1. Con-
siderando apenas a igualdade temos a equagdo de uma
hipérbole centrada em (3,0), com reta focal paralela ao eixo
Ox e vértices (0,0) e (6,0). Reescrevendo a inequag¢do como
(x —3)? < 9 + y?, partindo de um dos pontos da hipérbole
precisamos aumentar o valor absoluto de (x — 3), isto é,
aumentar a distadncia do ponto a reta x = 3, para a desigual-
dade continuar valendo. Assim, dado um ponto (x,y) sobre
a hipérbole, qualquer ponto (t,y) tal que |t — 3| > |[x — 3|
satisfaz a desigualdade. Os pontos da prépria hipérbole
também satisfazem. J4 a outra desigualdade representa
uma faixa englobando todos os pontos que tém abscissa
de médulo no méaximo 5. As duas inequagdes estdo represen-
tadas no mesmo plano abaixo. A parte mais escura do azul é
a intersegdo entre as duas regides, solugdo do sistema, a qual
é isolada na figura seguinte.

2
9. A primeira inequagdo equivale a % + <1

Trocando a desigualdade por uma igualdade temos uma

(y+2)?
9

elipse centrada em (—1, —2), com eixo maior paralelo a Oy
de tamanho 6 e eixo menor de tamanho 4. Fazendo o mesmo
raciocinio da questdo 7, os pontos que satisfazem a inequagao
sdo os pontos interiores da elipse. A segunda inequagdo
equivale a y + 2 < 2(x + 1)2. Trocando a desigualdade por
uma igualdade temos uma parabola com concavidade voltada
para cima e vértice (—1, —2). Partindo de um ponto (x,y) da
parébola, é claro que a desigualdade é satisfeita se o valor
de y diminui. Assim, dado um ponto (x,y) da parabola,
qualquer ponto (x,t), com t < y satisfaz a inequagdo. Como
as duas inequagdes tém desigualdades estritas, nem os pontos
da elipse, nem os pontos da parabola pertencem as solugoes.
As duas regides, solu¢des das inequagdes, sdo mostradas na
figura abaixo, no mesmo plano. A regido em tom de azul
mais escuro é a intersecdo das regides, solugdo do sistema.
Esta solugdo é mostrada isoladamente na segunda figura.

10. Como a reta focal é paralela ao eixo Ox, uma elipse nessa
familia tem equagdo

(x—2)* , (y—3)
5t =1,

A excentricidade é c/a = 1/2 e vale a relagao a> = ¢ + b>.
Combinando as equagdes temos a familia de elipses

-2 =32 _,
a? 3a%/4 !

Fa: a>0
11. O centro C da hipérbole é o ponto médio do segmento
que liga os dois vértices, logo C = (0,0). A reta focal é o
eixo Oy. A distancia entre o centro e qualquer um dos focos
éc=4d(C,(0,5)) =5. A distancia entre o centro e qualquer
um dos vértices é 2 = 3. Da relagdo ¢ = a? + b?, temos b = 4.
Assim, a equagdo da hipérbole é

T

9 16
Suas assintotas sdo y = :I:%x.

12. Como a diretriz estd sobre o eixo Oy e o foco esta a
esquerda da diretriz, a parabola tem concavidade voltada
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para esquerda. A distancia entre o foco e a diretriz é dada por
2p =3, logo p = 3/2. O vértice estd entre o foco e a diretriz
e tem distancia p do foco, logo V = (—3/2,—3). Assim, a
equacdo da pardbola é x +3/2 = —L(y +3)%

13. Para x > 0, |x| = x. Completando quadrados a equagao
equivale a (x —2)? + (y —2)?> = 12. Parax < 0, |x| = —x.
Completando quadrados a equagido equivale a (x +2)% +
(y —2)? = 12. A primeira é uma circunferéncia com centro
(2,2) e a segunda uma circunferéncia com centro (—2,2). As
duas tém raio igual a v/12. A solucdo é a unido dos pontos da
primeira circunferéncia que tém abscissa ndo negativa com os
pontos da segunda circunferéncia que tém abscissa negativa.
Ela é representada na figura abaixo com linha continua. Os
pontos que ndo fazem parte da solugdo estdo tracejados.

14. Ja sabemos (por exemplo, vimos no moédulo de
inequagdes) que o produto de dois fatores é positivo se os
dois fatores sdo positivos ou se os dois fatores sdo negativos.
Entdo, resolveremos os dois sistemas

9x% +y? —54x +72 > 0
x—y?=2>0

9x% +y? —54x +72 < 0
x—y?—2<0

e encontraremos as regides correspondentes as solugdes de
ambos. A solugdo da inequagdo no enunciado serd a unido
dessas duas regides.

As curvas que delimitam os conjuntos de pontos que
solucionam cada inequagdo sdo conicas conhecidas. De fato,
completando quadrados vemos que 9x% + y? — 54x +72 =0

equivale a (x — 3)% + yg—z =1, uma elipse centrada em (3,0),
com eixo maior paralelo ao eixo Oy de tamanho 6 e eixo
menor de tamanho 2. J4 a equagdo x — y> — 2 = 0 equivale
a x —2 = y?, uma pardbola com vértice em (2,0), com
concavidade voltada para direita e parametro p = 1/4.

Dado um ponto (x,y) da elipse, onde a igualdade em

(x—3)2+ % = 1 é valida, se tomamos uma reta que une
esse ponto ao centro, vemos que, a partir desse ponto, se nos
afastamos mais do centro, ao menos um dos dois fatores
(x — 3) ou y aumenta em valor absoluto. Por outro lado,
se nos aproximamos do centro, ao menos um dos fatores

2
diminui. Isto significa que (x — 3)? + % > 1 é satisfeita nos

2
pontos exteriores a elipse e (x — 3)? + % < 1 ¢ satisfeita nos
pontos interiores a elipse.

No caso da pardbola, podemos reescrever sua equagdo como
x = y?> + 2. Assim, dado um ponto (x,) sobre a parédbola,
qualquer ponto (t,y) com t < x, a esquerda da parabola,
satisfaz a inequagdo x < y? + 2 e qualquer ponto (t,) com
t > x satisfaz a inequagdo x > y2 + 2.

Assim, a regido solucdo do primeiro sistema é a intersecao
entre o exterior da elipse e a regido a direita da pardbola. Seu
esbogo estd na figura abaixo a esquerda. A regido solugdo
do segundo sistema é a interse¢do entre o interior da elipse
e a regido a esquerda da pardbola. Seu esbogo estd na fi-
gura abaixo a direita. Note que os pontos da elipse e da
parédbola ndo pertencem a nenhum dos sistemas e ambas
as cOnicas aparecem tracejadas nas figuras. A unido entre
as duas regides, solugdo da inequagdo-produto inicial estd
representada na segunda figura abaixo.

15. Temos trés inequagdes para analisar. Vamos resolver
primeiro o sistema composto pelas duas primeiras, e
depois intersectar a solu¢do desse com a solugdo da terceira
inequacao.

Como nas questdes anteriores, as areas delimitadas pelas
duas primeiras inequagdes sdo codnicas. Completando
quadrados vemos que x* +9y? —2x — 18y + 1 > 0 equi-

vale a ﬂ +(y—1)2 > 1. Quando a igualdade é
satisfeita temos uma elipse centrada em (1,1), com eixo
maior paralelo ao eixo Ox de tamanho 6 e eixo menor
de tamanho 2. A inequagio x* —y> —2x +2y+4 = 0

equivale a (y;1)2 — (x—41)2 < 1. Quando a igualdade é

satisfeita temos uma hipérbole com mesmo centro que a
elipse, reta focal paralela ao eixo Oy e vértices (1,3) e (1, —1).

12
Também como ja explicado nas questdes anteriores, % +
(y —1)2 > 1 nos pontos exteriores a elipse e nos pontos

_1)2 —_1)2
da prépria elipse, enquanto % — % < 1 nos pontos
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entre as duas bandas da hipérbole e nos pontos da prépria
hipérbole. Na primeira das figuras abaixo vemos a regiao
dada pela intersegdo entre essas duas inequagdes. Na se-
gunda figura temos essa solugdo intersectada com os pontos
que satisfazem a terceira inequacdo |x| < 1.

T 5+ 5§ % 7 5 5 W W

TR
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