Aritmética dos Restos

Problemas com Congruéncias

Topicos Adicionais

W/ PORTAL DA
VIATEMATICA

OBMEP




Aritmética dos Restos
Problemas com Congruéncias

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Prove que n° + 4n é divisivel por 5 para todo
inteiro n

Exercicio 2. Prove que o ntimero n°® + 2n é divisivel por 3
para todo natural 7.

Exercicio 3. Prove que n% + 1 ndo é divisivel por 3 para
nenhum 7 inteiro.

Exercicio 4. Dado o par de primos p e p? + 2, prove que
p> + 2 também é um ndmero primo.

Exercicio 5. Prove que n° + 2 nao é divisivel por 9 para
nenhum 7 inteiro.

Exercicio 6. Se n nao é multiplo de 7, mostre que n° = +1
(mod 7).

Exercicio 7. Mostre que nao existe inteiro m tal que m?* +
1=0 (mod 7).

Exercicio 8. Seja x um inteiro impar. Mostre que x* = 1
(mod 16).

Exercicio 9. Dados que p, p + 10 e p + 14 sdo nimeros pri-
mos, encontre p.

Exercicio 10. Mostre que 641 | 232 + 1.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 11. Prove que p? — 1 é divisivel por 24 se p é um
primo maior que 3.

Exercicio 12. Prove que p?> — g% é divisivel por 24 se p e q
sdo primos maiores que 3.

Exercicio 13. Seja n > 6 um inteiro positivo tal que n — 1 e
1 + 1 sdo primos. Mostre que n?(n? + 16) é divisivel por 720.
A reciproca é verdadeira?

Exercicio 14. Prove que se 2n + 1 e 3n + 1 sdo ambos qua-
drados perfeitos, entdo n é divisivel por 40.

Exercicio 15. Se 1 é impar, prove que 7|22"+1 4 3712,

Exercicio 16. Para os inteiros positivos 4, m e n, com m # n
e a par, mostre que

mde(a® +1,a%" +1) = 1.
Exercicio 17. Mostre que, para todo n € IN, que
a) 832" +7.
b) a> +a+1] (a+1)>"! +4a""2, para todo a € N.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 18. Achar o menor natural n tal que 2001 é a
soma dos quadrados de 7 inteiros impares.

Exercicio 19. Seja s(n) a soma dos digitos de n. Se N =
4444*44 A = 5(N) e B = s(A). Quanto vale s(B)?

Exercicio 20. Prove que 11772 + 122"+1 ¢ divisivel por 133
para qualquer natural ».

Exercicio 21. Seja d(n) a soma dos digitos de n. Suponha
que n +d(n) +d(d(n)) = 1995. Quais os possiveis restos da
divisdo de n por 9?

Exercicio 22. Prove que ndo existem inteiros positivos
X1,X2,...,X14 tais que:

X453+ ..+ xdy = 1599.

Exercicio 23. Determine todos os primos p para os quais o
sistema
p+1=2x%

p?+1 =2y
tem uma solu¢do nos inteiros x, y.

Exercicio 24. Mostre que para todo inteiro positivo n,
existe um ntmero de Fibonacci multiplo de .

Observacdo: A sequncia de Fibonacci é definida pela se-
guinte recursao:

Fn+2 = F)’H—l +P'rl/ ne ZI

comFy=0eF =1.
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Respostas e Solugdes.

1. Inicialmente note que n° +4n = n(n* +4). Sen = 0
(mod 5), ndo ha o que fazer. Se n = +1 (mod 5), n* + 4
1+4 =0 (mod 5). Finalmente, se n = +2 (mod 5), n?

= —1 (mod 5) e consequentemente n* +4 = 1+4 = 0
(mod 5).

2. Se n ndo é maltiplo de 3, entdo n = £1 (mod 3) e assim
n> =1 (mod 3). Dai, n? +2 = 0 (mod 3). Se n é maltiplo
de3,n =0 (mod 3). Em qualquer caso, n(n? +2) = n® +2n
é multiplo de 3, pois é o produto de um inteiro e um mdltiplo
de 3.

3. Sen é multiplo de 3, entdio 2 +1=0+1=1 (mod 3).
Se n ndo é multiplo de 3, entdo

n = +1 (mod 3)
n* = (£1)> (mod 3)
n>+1 = 2 (mod 3).

4. Se p # 3, pelo exercicio anterior, p?> +2 = 0 (mod 3).
Entretanto, como p? +2 > 3, ele ndo seria um ntimero primo.
Logo, p =3 e p® +2 = 29, que é primo.

5. Podemos montar uma tabela de congruéncias na divisdo
por 9:

n

0(1(2|3|4|5|6|7]8

3

n|0]|1]8 810118

AP
Como nenhum cubo perfeito deixa resto 7 na divisdo por 9,

n®+2#£0 (mod 9).

6. Podemos montar uma tabela de congruéncias na divisdo
por 7:

7. Podemos montar uma tabela de congruéncias na divisdo
por 7:

n

2

n 212

014 411

Como nenhum quadrado deixa resto 6, ndo é possivel que
n>+1=0 (mod 7).

Observacdo: Pelo exercicio anterior, se m ndo é divisivel por
7, entdao m® = (m?)? = (£1)? =1 (mod 7). Por outro lado,

sem?>+1=0 (mod 7), teremos m® = (m2)3 = (—1)3 =-1
(mod 7). Ouseja, 1 = —1 (mod 7). Isso é um absurdo, pois
712.

8. Se x é impar, entdo x = 2k + 1. Dai x2 = 4k(k+1)+1=1
(mod 8), pois 2 | k(k+1). Além disso, x> +1 =1 (mod 2).
Dai

16=8-2|(x>—1)(x*+1) =x* - 1.

9. Temos p(p+10)(p+14) = p(p+1)(p+2) =0 (mod 3),
pois p, p+1 e p + 2 sédo inteiros consecutivos. Dai, pelo
menos um dos trés primos é 3. Como p é o menor deles,
p=3ep+10=13ep+14 =17.

10. Como 641 =27 .5+ 1 = 5% + 24, segue que

2.5 = —1 (mod 641)
(27-5)% = (=1)* (mod 641)
28.5% = 1 (mod 641)

28.(=2Y) = 1 (mod 641)
2241 0 (mod 641).

11. Se p é um primo maior que 3, p = £1 (mod 3)ep =1
(mod 2). Dai, p> = 1 (mod 3). Além disso, se p = 2k + 1,
segue que p?> = 4k(k+1)+1 =1 (mod 8), pois k(k +1) é
par. Como mdc(8,3) = 1 e ambos dividem p? — 1, segue que
24 | p? —1.

12. Pelo exercicio anterior,

pPP—q* = (pPP—1)—(¢°—1) (mod 24)
= 0-0 (mod 24)
0

13. (Extraido da Olimpiada Britanica) Veja que n é da forma
6k, pois n — 1 e n 4 1 sdo primos maiores que 3, portanto da
forma 6k — 1 e 6k + 1, respectivamente. Logo,

n?(n% 416) = 144(9k* + 4k%).

z

Resta provar que 9k* + 4k?* é um multiplo de 5. Vamos
analisar a igualdade acima médulo 5.

i) Sek=0,2 ou3 (mod 5), temos 9k* + 4k> = 0 (mod 5);

ii) Sek=1 (mod 5) = n =1 (mod 5), temosn—1 =0
(mod 5), um absurdo;

iii) Se k =4 (mod 5) = n =4 (mod 5), temos n+1 =0
(mod 5), novamente um absurdo.

Isso conclui a demonstragdo. A reciproca ndo é verdadeira.
Basta tomar, por exemplo, n = 90.

14. Podemos montar uma tabela de congruéncias na divisdo
por 5:

2n+1(1|3]0|2|4

3n+1|114(2]0/3

A segunda linha mostra que os tnicos restos possiveis de
um quadrado perfeito na divisdo por 5 estdo em {0,1,4}.
Veja que 21 + 1 e 3n + 1 s6 admitem restos nesse conjunto
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simultaneamente quando n = 0 (mod 5). Podemos montar
também uma tabela de congruéncias na divisdo por 8:

n [0]1(2|3[|4|5]|6|7

n2 |o|1l4|1]0|1]0]1

2n+11(113|5]7|1|3|5|7

3n+1|1(4|7|2]5|0]3|6

O tnico caso em que simultaneamente 21 + 1 e 3n + 1 deixam
o resto de um quadrado perfeito na divisdo por 8 é quando
n = 0 (mod 8). Como mdc(8,5) = 1, segue que n = 0
(mod 4)0.

15.
22l 312 = 4".243".9

= (-3)"-2+3"-2
= 0 (mod7).

16. Suponha, sem perda de generalidade, que m < n e seja

p um divisor primo de a®" +1 e a®" + 1. Claramente p # 2.

Dai,
" = -1 (mod p)
@) " = (=1)* " (mod p)
@ = 1 (mod p)
i 4+1 = 2 (mod p)
0 = 2 (mod p)

Isso é um absurdo, pois p # 2. Lodo o mdc procurado é 1.

17.
a)
3271 _ (32)71
= 1" (mod 8)
= -7 (mod 8)
347 = 0 (mod 8).

b) Seja m = a? +a+ 1. Daf

a+1)2" g2 =

((a+1)*)" (a+1)+a*-a" =
(m+a)"-(a+1)+(m—a—1)-a" =
a'-(a+1)—(a+1)-a"

0 (mod m).
18. (Extraido da Olimpiada Cearense) Todo inteiro impar ao
quadrado deixa resto 1 por 8. Usemos isso para estimar o

valor de n. Sejam x1, xp, ..., X, inteiros impares tais que:

X2 4 x% 4 ... x% = 2001.

Analisando a congruéncia médulo 8, obtemos:

2 4xd4+...x2 = 2001 (mod 8)
1+1+...41 = 1 (mod38)
n = 1 (mod38)

Como 2001 nédo é quadrado perfeito, ndo podemos ter n = 1.
O préximo candidado para n seria 1+ 8 = 9. Se exibirmos
um exemplo para n = 9, teremos achado o valor minimo.
Veja que:

2001 =432 + 112+ 52 + 12+ 12 +12 + 12 + 12 + 12

19. (Extraido da Olimpiada Internacional) Pelo critério de
divisibilidade por 9, N = A = B (mod 9). Inicialmente
calculemos o resto de N por 9. Como 4444 =16 =7 (mod 9),
precisamos encontrar 7*4* (mod 9). Seguindo os métodos
dos primeiros exemplos, seria interessante encontrarmos um
inteiro r tal que 7" = =1 (mod 9). O menor inteiro positivo
com essa propriedade é r = 3. Como 4444 = 1481 -3 +1,
temos:

74444 = 71481~3+1 = (73)1481 . 7 = 7 (mod 9)

Nosso préximo passo € estimar o valor de s(B). Como N =
4444444 < 105484 A = 5(N) < 5-4444 -9 = 199980. Além
disso, B=3s(A) <1+49-5=46¢ s(B) < 12. O tnico inteiro
menor ou igual a 12 com resto 7 por 9 é o préprio 7, dai
s(B) =7.

20. (Extraido da Video Aula) Duas rela¢des que podemos
extrair dos niimeros envolvidos sdo: 144 — 11 = 133 e 133 —
12 = 121. Assim:

144 = 11 (mod 133),

122 = 11 (mod 133),

122" = 11" (mod 133),
1221 = 11".12 (mod 133),
1221 = 11".(—121) +133-11" (mod 133),
1221 = _11"2  (mod 133).

21. Seja r o resto na divisdo por 9 de n. Pelo critério de
divisibilidade por 9, temos:

n+d(n)+d(d(n)) =3r=1995 (mod?9).
Assim, r =2 (mod 3). Além disso,
n < 1995 =
d(n) < 27 =d(1989) =
d(d(n)) < 10=4d(19).

Consequentemente, n > 1995 — d(n) — d(d(n)) > 1958. Basta
procurarmos no conjunto {1958,1959, ...,1995} os inteiros
que deixam resto 2 por 3 e que satisfazem a equagdo do
problema. Nesse conjunto, apena o inteiro 1967 cumpre essas
condigoes.
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22. Estudando a congruéncia médulo 16, podemos mostrar
que x* =0 ou 1 (mod 16). Assim, a soma

x‘11+x§+...+x‘114

é congruente a um dos nimeros do conjunto {0,1,...,14}
modulo 16 enquanto que 1599 = 15 (mod 16). Um absurdo.

23. (Extraido da Olimpiada Alema) Suponha sem perda de
generalidade que x,y > 0. Como p +1 é par, p # 2. Além
disso,

2x* =1=2y* (mod p)

e, consequentente, usando que p é impar, x = +y (mod p).
Como x < y < p, temos
pPPH1=2p—x)>=2p"—dpx+p+1,

de modo que p = 4x — 1,2x? = 4x. Podemos concluir que x
€ 0 ou 2 e que a tnica possibilidade parap ép =7.

24. Dado n, Analisemos os pares de restos possiveis entre
numeros de Fibonacci consecutivos. Como existe apenas um
namero finito de pares de restos, um deles ira se repetir.
Digamos que, para s < t, tenhamos

F,=a (mod n) F;p1=0b (mod n)
F=a (modn) Fy1=b (mod n)

Dai
Ps—l = Ps—i—l — K
= Ly —F (modn)
Fq

Suponha que, para k € Z, tenhamos
Foy=F (modn). e F__1)=F__1) (modn)
Daj,

Fs k1) = Fo—g-1) —Fs—x
= F_(t-1)— bk (modn)

Fr(ks1)

Segue, por indugao, que
F_yr =F_¢ (mod n)

para todo inteiro positivo k. Escolhendo s = k, temos

0=F =F-s (modn).

Ou seja, n | Fi—s. De modo andlogo, podemos mostrar que
Fox = Fyx  (mod n)

para todo inteiro k. Fazendo k = I(t —s) — s, segue que

Fi—s) = Fi-1)(t—s) (mod n)

Assim, todos os nimeros da sequéncia {Fj;_g)}ien sdo
multiplos de n.

Propuzipo PorR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
CONTATO@CURSOARQUIMEDES.COM
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