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Introducdo ao Calculo — Defini¢do de Derivada
Reta tangente

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Para cada um dos itens a seguir, encontre a
reta tangente a curva y no ponto P.

(@ y(x)=x%eP=(1,1).
(b) y(x)=x2eP=(2,471).

© yx)= "2 eP=(20).

Exercicio 2. Para cada A € Z, considere a fung¢do f4 dada
por

fax) = x4
(a) Prove que para todo A # 0, temos
fi(x) = AxA L,

(b) Prove que para todos A,B € Z e C1,C; € R, a derivada
da fungao C1f4 + Cofp éigual a

(Cifa+ Cafp)'(x) = Cifj(x) + Cofp ().
Exercicio 3. Seja A € Ne f:R — R a fungdo dada por
flx)=1+x+x*+... +x

Encontre f'(1) em termos de A.

2 Exercicios de Fixacao
Exercicio 4. Sejam p: R — R e g: R — R polindmios tais

que

q(2) =3.
(@) Sejar:R — R a fun¢do dada por

{p’(Z) =0

r(x) = 4p(x) — 3x%.
Encontre 7/ (2).
(b) Sejas:R\ {0} — R a fungdo dada por

(1) = 55— 34(x).

Encontre s'(2).
Exercicio 5. Seja y a curva dada por
y(x) = x* — 5x + 4.

Encontre todas as retas tangentes a essa curva que passam
pela origem.

Exercicio 6. Encontre todos os pontos que pertencem a
curva

y(x) = x* —2x% — x

e que possuem a mesma reta tangente.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 7. Seja f : R — R a fung¢do dada por
flx) =2 —2x% 4 1.

(a) Encontre todos os pontos sobre o gréafico de f cuja reta
tangente é horizontal.

(b) Encontre todos os pontos sobre o grafico de f cuja
inclina¢do da reta tangente é igual a 7.

(c) Existem pontos sobre o grafico de f cuja inclinagdo da
reta tangente é indefinida? Justifique sua resposta.

Exercicio 8. Seja f : R — R uma fungdo diferenciavel que
satisfaz a identidade

fx+y) = f(x) + f(y) +xy* — 3%y + 22y
para x,y € R.
(a) Determine f(0).
(b) Determine f'(x) em fungao de x e f'(0).
Exercicio 9. Seja f : R — R a func¢ao dada por
fx) = 6x3 — x2.

(a) Encontre a equagdo da reta tangente a f em todo ponto

(x, f(x))-

(b) Seja r a reta tangente a f no ponto de abscissa x = 1/4.
Prove que no intervalo (0,1) o gréfico de f estd acima
da reta r.

(c) Use os itens anteriores para resolver o seguinte exercicio.
Sejam a4, b, ¢ e d nimeros reais positivos tais que a + b +
c+d = 1. Prove que

6(a®+3+S3+d) >a® + b+ +d>+87L
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Respostas e Solugdes.
1.

(a) Temos que

_ + h)lO _ 10
/ — 1 (x
y'(x) = lim =

Agora, considere o polindmio (x + 1) — x10 na varidvel
h. Ao expandirmos os bindmios, vemos que / divide
todos os termos. Porém, o tnico termo linear em h
é 10hx”. Assim, o polindomio (x + h)1% — x10 pode ser
escrito como (x + h)1 — x10 = 10hx® + h? - t(x, h), onde
t(x,h) é um polindmio nas variaveis x e h. Segue que

10hx® + h? - t(x, )
/ — 1 4
y (x) = lim p
= 10x° + lim 1 - t(x, h)
h—0

= 10x°.

Assim, a tangente a curva no ponto (1,1) é 10. Con-
cluimos que a equagdo da reta é dada por y —1 =
10(x — 1), que é equivalente a y = 10x — 9.

(b) Temos que

/ 1 (x+h)72—x72
y(x) = lim n ‘

O quociente acima pode ser reescrito como

x% — (x +h)?
h((x+h)x)?
Isso nos déa
2 2
Y (x) = lim %
h=0 h((x 4 h)x)
—2xh — h?
=lim —————
=0 h((x +h)x)
—2x—h
im ——————.
h=0 ((x + h)x)

Observe que o tGltimo limite acima ¢é igual a —2x~3.
Portanto, segue que y’(x) = —2x 3.

Assim, a tangente a curva no ponto (2,47') é —1/4.
Concluimos que a equagdo da reta é dada por

= M

que é equivalenteay = —x/443/4.

(c) Temos que

x+h—2_x—2
! :1 x+h_1 x—l
y(x) hl—% h

(a)

(b)

Simplificando a expressdo acima, obtemos

(x—D(x+h—-2)—(x—=2)(x+h—-1)

Y (x) = Jim, M=) (x+h—1)
. 1
e T A1)
B 1
CEE

Assim, a tangente a curva no ponto (2,0) é 1. Con-
cluimos que a equagdo da reta é dada por y — 0 =
1-(x —2), que é equivalente a y = x — 2.

Dividimos o problema em dois casos. O primeiro é
quando A > 0. O primeiro passo é analisar o po-
lindémio (x + h)? — x* na varidvel h. Ao expandirmos os
binémios, vemos que h divide todos os termos. Porém,
0 Gnico termo linear em h é Ahx~1. Logo, podemos
escrever

(x + 1) — x4 = AhxA 4 12 - t4(x, ),

onde t4(x, 1) é um polindmio nas varidveis x e h. Logo,
segue que

fialx) = AxA P lim b - ta(x, h)
h—0

= AxA7L
O segundo caso é quando A < 0. Para simplificar a
nossa andlise, seja B > 0 tal que A = —B. Neste caso, o

primeiro passo é analisar a expressao (x +h) 8 — x5,
que pode ser escrita como

xB— (x+h)B
(x + h)BxB

Como vimos no primeiro caso, a expressdo (x + h)? — xP
pode ser escrita como

(x+h)B —xB = BhaB=1 412 - t5(x, h),

onde tg(x, 1) é um polindmio nas varidveis x e . Assim,
segue que

(x+h)"B—xB

fa(x) = lim

h—0 h

. —BhxB=1 — 12 . tp(x,h)
= lim

h—0 h(x + h)BxB
= —Bx BT,

Como B = —A, segue que f},(x) = AxA~L.

Denote por g a funcdo dada por C;f4 + Cafp. Assim,
segue que

:1'mw
- .
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Esse limite é igual a

falx+ 1) — fa(x)
h

Portanto, segue que
§'(x) = Cifp(x) + Cafp(x).
3. Pelo Exercicio 2, temos que
Flx) = Q)+ (x) + () +...+ (x4
=0+1+2x% +...+ AxdL.

fe(x+h) — fp(x)
i :

Cq lim 4+ C lim
h—0 h—0

Assim, segue que
ff)y=142+...+A

A(A+1)
=

(a) Pelo Exercicio 2, temos que ' (x) = 4p’(x) — 12x3. Assim,
segue que
r(2) = 4p'(2) —12(2)°
= —96.
(b) Pelo Exercicio 2, temos que s'(x) = —3x~*/2 — 3¢'(x).
Assim, segue que
s'(2) = —3-27°-34'(2)
=-3.27°-9
= —291/32
5. Pelo Exercicio 2, podemos ver que i’ (x) = 2x — 5. Logo, a
a

equagio da reta tangente a y no ponto (a,a* —5a +4) é dada
por

y—a*+5a—4=2a—5)(x—a).
Essa reta contém o ponto (0,0) se e somente se
—a® 450 —4= 20> +50 < a’> =4
— a= =2

Assim, as retas procuradas tém equacgdes r
sty = —9x.

Yy = —xe

6. Pelo Exercicio 2, temos y'(x) = 4x® —4x — 1. Logo, a
equacao da reta tangente a y no ponto (a,a* — 24> — a) é dada
por

y—a*+2a* +a=(4a°—4a—1)(x —a),
que é equivalente a
y = (4a° —4a —1)x — 3a* + 24%.

Para que tenhamos pontos com abscissas 2 e b com a mesma
reta tangente, devemos satisfazer o sistema

403 — 4q = 413 — 4b 2
242 — 3a% = 2p% — 3p*.

Agora, dividimos o problema em dois casos:

1. a? # b%. Nesse caso, observe que a segunda equagao do
sistema nos d4

2(a* — b*) = 3(a* — b*)(a* + b).
Como a® — b* # 0, segue que
2
3
Por outro lado, a primeira equagdo do sistema nos da
(a —b)(a® +b*> +ab) =a —b.

Como a # b, segue que

P+ =

@ +b*+ab=1.
Assim, temos um novo sistema:
2322
ac + b =3
a4+ b*+ab=1.
Desse sistema segue que ab = 1/3. Assim, ficamos com
1 2
2
a4 — ==
92 =3
Multiplicando ambos os lados da tltima equagdo por
942, segue que
9a* — 64> +1 = 0.
As solugdes para essa equacdo sdo a = :l:%. Mas, isso
nos daria b = i%. Isso é uma contradicdo, pois assu-
mimos que a? # b

2. a = *b. Neste caso, temos que 2 = b = 0 é uma solugdo,

assim como a = b. Agora, assuma que a = —b e que
a # 0. A primeira equagdo do sistema (2) nos da
P —a=-a’+ta = a*=1
<~ a=xl

Sem perda de generalidade, suponha a < b. Da andlise
dos casos acima, concluimos que a = —1 e b = 1 sdo as
Unicas solugdes. Isso corresponde aos pontos (—1,0) e
(1,-2).

(a) Pelo Exercicio 2, a derivada de f é dada por
f'(x) = 3x% — 4.

Para que a reta tangente no ponto (a,a> — 2a% + 1) seja
horizontal, devemos ter 32> — 4a = 0. As tinicas solucdes
dessa equagdo sdo a; = 0 e a; = 4/3. Assim, os pontos
sdo (0,1) e (4/3,-5/27).

(b) Como vimos no item anterior, temos f'(x) = 3x? — 4x.
Assim, temos f'(x) = 7 se e somente se

3x* —4x=7 <= a=—-loua="7/3.
Assim, segue que os pontos sdo (—1,—2) e (7/3,76/27).

(c) Nao existem pontos em f cuja inclinagdo da reta tangente
é indefinida. Como vimos no item (a), para qualquer
ponto x € R, a inclinagdo da reta tangente & curva f no
ponto (x, f(x)) é igual a 3x2 — 4x.
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8.

(@) Quando x =y =0, temos f(0) = 2f(0). Isto é, f(0) = 0.

(b) Temos que
flx+h) - f(x)

!/
1
fix) = lim p
— lim f(h) + xh? — 3x%h + 2xh
h—0 h '

Como f(0) = 0, esse limite é igual a

. h)— f(0) .. xh*—3x*h+2xh
'(x) =1 fh) = f(0) 1 .
A

Logo, segue que

f'(x) = f(0) +I£i§(l) (xh — 3x% +2x),

o que nos da

9.

(a) Pelo Exercicio 2, a inclinagdo da reta tangente a f no

ponto (a, f(a)) é igual a

f'(a) = 18a* — 2a.

Assim, segue que a equagdo da reta tangente é dada por

y— 6a° +a* = (184> — 2a)(x —a),
que é equivalente a

y = (18a% — 2a)x — 124> + a°.

(b) Pelo item anterior, temos que a equagdo da reta r tan-

gente a f no ponto (1/4, f(1/4)) é dada por

5x—1
8

Para provar que no intervalo (0,1) o gréfico de f esta

acima da reta , basta provar que

6x3—x225x_1

para todo x € (0,1). A desigualdade acima é equivalente

a
48x° —8x* —5x+1> 0.
Podemos fatorar o lado esquerdo acima como

48x° —8x* —5x+1 = (4x —1)(12x2 + x — 1)
= (4x —1)2(3x +1)

Note que (4x —1)2 > 0 e 3x + 1 > 0 para todo x € (0,1).
Portanto, a quacdo (3) é de fato safisfeita. Isso prova que

no intervalo (0,1) o gréfico de f estd acima da reta r

(c) Para provar a desigualdade, basta provar que

6{13—a2+6b3—b2+6c3—c2+6d3—d22%. (4)

Como a,b,c,d € (0,1), pelo item anterior segue que

6 2> X1

para todo x € {a,b,c,d}. Assim, para provar que a
equagcdo (4) vale, é suficiente provar que

5a—1+5b—1+5c—1+5d—1 >1
8 8 8 8§ —8
Como a+b+c+d =1, éfacil ver que o lado esquerdo

da desigualdade acima ¢é igual a 1/8. Assim, concluimos
nossa prova.

Material elaborado por Leticia Mattos.
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