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Bindmio de Newton e o Tridngulo de Pascal.
Desenvolvimento Multinomial.

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Qual o coeficiente de x% no desenvolvi-
mento de (1 + 3x)%?

Exercicio 2. Desenvolvendo (x + 2)?, determine:
a) o coeficiente de x2.
b) o coeficiente de x°.

c) o termo independente de x.

- . . 1
Exercicio 3. Desenvolvendo o bindmio (x — —2)12, de-
x

termine:
a) o coeficiente de x°.
b) o termo independente de x.

Exercicio 4. Qual o coeficiente de xyz no desenvolvi-
mento de (x +y + z)°.

Exercicio 5. Determine o coeficiente de x!2 no desenvol-
vimento de (1 + 2x + x3)%.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 6. Qual o coeficiente de x*> no desenvolvi-
mento de (1 — 3x + 2x2)10?

Exercicio 7. Qual o coeficiente de x'° no desenvolvi-
mento de (1 + x + x2)10?

Exercicio 8. Qual o coeficiente do termo x%y3z% no de-
senvolvimento de (x + y +z)”?

Exercicio 9. Determine o termo independente de x em

2
1 =)3.
( —|—x—|—x)

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 10. Qual o coeficiente de x” na expressao
(2 +3x +x2)*?

c) 14.
d) 12.
e) 10.

Exercicio 11. Num jogo, pontos sdo ganhos somando-se
os valores obtidos ao se jogarem dois dados em forma de
tetraedro regular, cujas faces sdo numeradas 1,2, 3 e 4. O
valor obtido é aquele que esta na face voltada para baixo.

a) Desenvolva (x! +x2 + x% 4+ x#) (2! + 22 + 2% + x4).

b) Mostre que o ndmero de maneiras de se obter n pontos
utilizando estes dados é igual ao coeficiente de x" no
desenvolvimento de (x! +x2 + x3 + x#) (2! + 22 + 23 +
x*). Por exemplo, o coeficiente de x° é 3 e h4 trés
maneiras distintas de se obter 6 pontos: (2 +4), (3+3)
e (4+2).

c) Por defeito de fabricagdo, um jogo veio com um dado
numerado 1,2, 2 e 3 e 0 outro, 1, 3, 3 e 5. Ao rece-
ber o jogo para substituicdo, o dono da fabrica, que
era matemdtico, argumentou que o jogo ndo mudaria
mesmo utilizando os dados defeituosos, isto é, que o
numero de maneiras de se obter n pontos, 2 < n < §,
com os dados defeituosos e com os dados normais era
o mesmo. Ele tinha razdo? Explique.

Exercicio 12. Em Terra Brasilis ocorre um importante
campeonato de futebol envolvendo 22 clubes. Cada
equipe enfrenta uma vez cada uma das demais, rece-
bendo: 5 pontos por vitéria, quando esta for por diferenca
superior a dois gols; 3 pontos por vitéria quando esta for
por diferenca de um ou dois gols; 1 ponto por empate; e
0 ponto por derrota.

a) De quantas maneiras distintas uma equipe pode pon-
tuar em seus 21 jogos? Observagdo: obter 1 ponto na
primeira partida e 5 na segunda e obter 5 pontos na
primeira partida e 1 na segunda sdo maneiras distintas
de se pontuar nas duas primeiras partidas.

b) Mostre que o nimero de maneiras distintas de, ao final
do campeonato, uma equipe totalizar k pontos, k € IN,
é igual ao coeficiente de x* no desenvolvimento de
(20 + 2t + 23 + 2°)2L,

Exercicio 13. Determine o coeficiente de x* no desenvol-
vimento de (1+ x + x?)°.

Exercicio 14. Qual o coeficiente de x17 no desenvolvi-
mento de (1 + x° + x7)20?

a) 0.

b) 1210.
c) 3000.
d) 3420.
e) 4000.

Exercicio 15. Qual o soma dos coeficientes do desenvol-
vimento de (a + b+ ¢)'%?
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Exercicio 16. Qual o coeficiente de x° no desenvolvi-
mento de

(@ (1+x+x2)>?

(b) (1+x+ x2)%?

(© (1+x+x2)%

Exercicio 17. (a) Qual o coeficiente de xzyz no desen-
volvimento de (x + y + z)*?

(b) Qual o coeficiente de xnyz no desenvolvimento de
(x+y+2)13?

(c) Qual o coeficiente de xlgyz no desenvolvimento de
(x+y+2)2?

Exercicio 18.

(a) Qual o coeficiente de x2yzz no desenvolvimento de
(x+y+2)?

(b) Qual o coeficiente de x?y”z no desenvolvimento de
(x+y—+2)19

(¢) Qual o coeficiente de x*y'°z no desenvolvimento de
(x+y+2)?%?

Exercicio 19.

(@) Qual o coeficiente de x? y2w2 no desenvolvimento de
(x+y+z+w)?

(b) Qual o coeficiente de x! ywwz no desenvolvimento de

(x+y+z+w)'®?

(c) Qual o coeficiente de x! y20w2 no desenvolvimento de

(x+y+z+w)?3?

Exercicio 20. Observe o modelo

(x+y)?® = 24327y +3x2 +1°
1+1)° = (1)°+3(1)*(1) +3(1)(1)* + (1)
8§ = 14+34+3+1.

e, em seguida, determine a soma de todos os coeficientes
dos termos da forma x'y’z¥ no desenvolvimento multino-
mial de:

@ (2x+y—z)%
(b) (2x+y—2)%
(© (Bx+y—2z2)°.

Exercicio 21. Observe o modelo

(x+y+z)? = PP+y*+22+2xy+2xz+2yz
(1+140)2 (1) + (1)* + (02 +2(1)(1) +
4+ 2(1)(0) +2(1)(0)

4 = (1P +1)*+201)(1)

e, em seguida, determine a soma de todos os coeficientes
dos termos que ndo possuem a varidvel z no desenvolvi-
mento multinomial de:

@ (x+y-—z)%
(b) 2x+y—2)%
() Bx+y—2)°.

Exercicio 22. O coeficiente de x*y* no desenvolvimento
de (1+x+y)0e

a) 3150 b) 6300 ¢) 75600 d) 81900 e)
151200
Exercicio 23. No desenvolvimento de

(ax* — 2bx + ¢ + 1)° obtém-se um polindmio p(x)
cujos coeficientes somam 32. Se 0 e —1 sdo raizes de p(x),
entdo a soma a + b + ¢ é igual a:

a) —1/2 b) —1/4

o) 1/2 d)1 e) 3/2.
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Respostas e Solugdes.

1. Usando a férmula do termo geral, para bindmios, temos:

Ty = <6> 18P (3x)P
p
)
T, = - (3x)P
= (5) -G
6
T = 3P xP.
Pl (P)

Como queremos o coeficiente de x?, temos p = 2, ou seja,
o coeficiente ¢ () -3 = (3) -32 = 15-9 = 135.

Outra maneira de se resolver este problema é pensar na

defini¢do de poténcia, ou seja, (1 + 3x)® é o mesmo que
(14 3x) vezes ele mesmo seis vezes. Essa multiplicagdo
deve ser feita escolhendo-se 1 ou 3x em cada um dos
seis termos, sendo que isso é feito para todas as 2° = 64
possibilidades possiveis e todos esses 64 termos obtidos,
alguns deles semelhantes, sdo somados ao final. Como
queremos saber o coeficiente de x?, devemos tomar apenas
duas vezes 3x e quatro vezes 1, e isso pode ser feito de
(g) = 15 maneiras diferentes. Assim, o coeficiente de x? é
15 - 32 = 135, pois tomamos 3x duas vezes.

2.

a) Para obtermos x~ na multiplicagdo dos nove termos
(x +2) por ele mesmo, devemos tomar x duas vezes
e, consequentemente, 2 sete vezes. Temos entao que
9!
] 24 (.07 — 7 . — . —
o coeficiente de x* é (5) -2/ = 7T 128 =36 -128 =
4.608.

2

b) Usando o mesmo o mesmo raciocinio do item a, temos

!
que o coeficiente de x° é (3) - 2* = 26— 126-16 =

© 514!
2.016.

c) Como queremos o termo independente de x, apenas
2 pode entrar na multiplicagdo, e isso ocorre apenas
de uma maneira, ou seja, o termo independente é
2% =512,

3.

)12, como (x — x72)12

7

2
donde teremos doze multiplicagdes de (x — x2).
Nessas doze multiplicagdes, como queremos o co-
eficiente de x3, deveremos tomar x nove vezes
e —x72 trés vezes, ou seja, este coeficiente é

12 120 12-11-10
_<3>_3!9!_6 — _200.

1
(a) Podemos escrever (x — P

(b) Para que ndo tenhamos x em um determinado termo,
x deve ser tomado oito vezes, enquanto que —x72

deve ser tomando quatro vezes. Temos entdo que o

12!
termo independente ¢ (i) = —— = 495.

4. Na multiplicacdo dos trés termos (x +y + z), devemos
tomar um x, um y e um z, de cada. Isso pode ser feito de
3-2-1 = 6 maneiras diferentes, portanto o coeficiente de
xyz é 6.

5. Para x'2, temos apenas uma possibilidade, que é tomar
x3 quatro vezes, portanto, seu coeficiente é 1.

6. (Extraido da Video Aula) Para obtermos x3, teremos
dois casos: trés vezes (—3x) e sete vezes 1, e uma vez
(2x?), uma vez (—3x) e oito vezes 1. Assim o termo com
x3 pode ser calculado da seguinte maneira:

10!
71310!

|
8!11()!i118(_3x)1(2x2)1 -
120-1(—27x%)1+90-1(—3x) - 2x* =
—3240x3 — 540 =
—3780x3.

17(=3x)%(2x)" +

Temos entdo que o coeficiente de x* é —3780.

7. Temos seis possibilidades:

1 x x%2 n°determos
10!
> 05 510!5!
10!
42 4 41214!
10!
5 43 31413!
10!
2 6 2 216!2!
10!
s 1 1!8!1!
10!
1
0 10 0'10!'0!
Portanto, o) coeficiente de x10 é
10! 10! n 10! n 10! n 10! n 10! _
510150 412141 © 314131 216121 118!11  0!1010!
252 + 525 + 4200 + 1260 + 90 + 1 = 6328.
7!
o 210

9. Existem duas possibilidades na multiplicagao:

2
(a) tomar um 1, um x e um —. Temos entdo
X

3! 2
m.l.x.;:62:12;

(b) tomar trés 1’s, correspondento a mais uma escolha,
!

Pois 25101 =

Portanto, o termo independente é 1 + 12 = 13.
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10. (Extraido de UESPI - 2012) Temos apenas uma pos-
sibilidade que seria tomando trés x2 e um 3x, ou seja,

7 é 2 (x2)3 .3y — 4. 46 .3y — 1247
o termo com x ¢ 301 (x7)°-3x = 4-x°-3x = 12x".

Temos entdo que seu coeficiente é 12. Resposta D.

11. (Extraido da Olimpiada Paulista de Matematica)

a) Para desenvolver (x! + x2 + x3 + x*)2, vamos analisar
a quantidade de poténcias diferentes de x que tere-
mos. Como a menor é 2 e a maior é 8, basta agora
calcular suas quantidades. Para x?, assim como para
x8, temos apenas um termo de cada. Para x3, temos
xl-x2ex?-x1 ou seja, 2x3, e também 2x7, pensando
de forma analoga. Para x%, temos x!-x3, 22 a2 e
¥ xl, ou seja, 3x%, e também 3x°. Por fim, para
x°, temos x! - x*, x2 .43, 2322 e x* - x1, ou seja, 4x5.
Chegamos entdo que (x! +x2 + x3 + x*)? é igual a
x2 +2x3 + 3x* + 425 4 3x0 + 2x7 + 28,

b) Para soma 2, temos apenas uma possibilidade, (1,1),
assim como para soma 8, (4,4) ; para soma 3, temos
duas possibilidades, (1,2) e (2,1), assim como para
soma 7, (3,4) e (4,3); para soma 4, temos trés possi-
bilidades, (1,3), (2,2) e (3,1), assim como para soma
6, (2,4), (3,3) e (4,2); por fim, para soma 5, temos
quatro possibilidades, (1,4), (2,3), (3,2) e (4,1). Com-
parando estes valores com os valores encontrados no
desenvolvimento de (x! + x? + x> + x*)2, percebe-se
que o nimero de maneiras de se obter n pontos é igual
ao coeficiente de x”.

¢) Usando o mesmo raciocinio proposto no enunciado do
problema, temos:

A2+ 2+ 38+ =
(22 ) (23 2% =
x% 4+ 223 4 3x* +4x° +3x0 + 227 + 1B
(xl +x2+ 23+ x4)2.
Realmente o fabricante estava correto.

12. (Extraido da Olimp{ada Paulista de Matemética)

a) Como sdo quatro possibilidades de pontuacdo para

cada jogo e sdo 21 jogos, o nimero de maneiras dife-
rentes de uma equipe pontuar é 421 = 242,
Outra maneira de resolver o problema é o associando a
expressdo (¥ + x! + x3 + x°)?!, sendo o coeficiente de
x3, por exemplo, o ntimero de maneiras diferentes que
uma equipe tem de marcar exatamente 3 pontos no
campeonato. Dessa forma, o total de maneiras diferen-
tes é o somatdrio de todos os coeficientes da expressdo
dada, ou seja, (1+ 141+ 1)1 =421 =242,

b) Vamos supor que uma determinada equipe tenha feito
k pontos no campeonato, obtendo-os com a derro-
tas, b empates, ¢ vitorias e d supervitérias, donde

0a 4+ 1b + 3c + 5d = k. Agora vamos formar uma pa-
lavra que tenha a letras A, b letras B, c letras C e d
letras D, totalizando 21 letras. O niimero de maneiras
de uma equipe fazer k pontos é igual ao namero de
anagramas que podemos fazer com a palavra formada,
21!
atblcld!”
Agora vamos para o desenvolvimento de (x* +
al + a8 4 x5)21 O termo com xk, sendo Oa +

ou seja, uma permutacdo com repeticdo, que é

21!
1b +3c+5d = k é Il (x0)(xh)b (x3)e (D)4 =
21! 21!
a!b!c!d!x0a+lb+3c+5d a'b'c'd'x , ou seja, o coeficiente
de k bém & 21!
e x" também é Jbleldl’

13. (Extraido do ITA) Vamos dividir o problema em trés
casos:

1 x x% n°determos
!
7 0 2 %
!
6 2 1 %
!
Por'tanto, ' e} coeficiente de x4 é
7!?)i2! + 6!2;1' 5;2.0. 36 +252 4+ 126 = 414.

14. (Extraido do ITA) Tomando uma quantidade a de 1,
b de x° e c de x7, temos que encontrar 4, b e ¢, tais que
0a+5b+7c =17 ea+b+c = 20. A tnica solucéo é
(a,b,c) = (17,2,1) e, consequentemente, o coeficiente de

20!
17 &
€ oo = 3420. Resposta D.

15. Basta fazermos a = b = ¢ = 1, obtendo (1 +1 +
1)100 3100

16.

Que-

remos que j 4 2k = 5. Para isso ocorrer, j necessa-

riamente é um nimero impar menor ou igual a 5

e isso nos fornece as seguintes possibilidades dos

pares (i,j) = (12)(31) e (50). Portanto (ijk) =

(212)(131) ou (050) e o coeficiente de x° serd dado
5! 5! 5!

POT S T 1B om0 - O

1 ‘
(@) O termo geral é dado por ']5'k' 1 (x)] - (x?)k.

Que-

remos que j 4+ 2k = 5. Para isso ocorrer, j necessa-
riamente é um nimero impar menor ou igual a 5
e isso nos fornece as seguintes possibilidades dos

N ‘
(b) O termo geral é dado por ']6'k| (x) - (KP)k,
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17.
(a)

(b)

(©
18.
(a)

(b)

(©
19.
(@)

(b)

(©

20.

(a)

(b)

(©

21.

(a)

(b)

(©)

pares (i,j) = (12)(31) e (50). Portanto (ijk) =
(312)(231) ou (150) e o coeficiente de x° sera dado
6! 6! 6!

POr 3 T 2 T Imor 2o

ro ‘
O termo geral é dado por z'l]}k' 17 (x)7 - (x*)k. Que-

remos que j 4 2k = 5. Para isso ocorrer, j necessa-
riamente é um ndmero impar menor ou igual a 5
e isso nos fornece as seguintes possibilidades dos
pares (i,j) = (12)(31) e (50). Portanto (ijk) =
(812)(731) ou (650) e o coeficiente de x° serd dado

11! 11! 11!
POr gitia * 73im T g0l ~ 22
4!
O coeficiente de x?yz ¢ dado por S~ 12
13!
o 11, 4 —
O coeficiente de x**yz é dado por D = 156.
20!
. . 18 2 _
O coeficiente de x'°yz é dado por Termil — 380.
5!
O coeficiente de x?y?z é dado por 2T = 30.
10!
O coeficiente de x?y”z é dado por T 360.
22!
O coeficiente de x?y'%z ¢ dado por STiom; — 4620-
51
O coeficiente de x'y?w? é dado por ——— 001 — 30
13!
i 1,10 —
O coeficiente de x'y'%w? é dado por oo — 858.
23!
fici 1,20 = 5313.
O coeficiente de x'y?*%w? é dado por ——~——— 112010031 5313

Substituindo xy e z por 1 obtemos como soma dos
coeficientes o ntimero (2-1+1—1)% = 4.

Substituindo xy e z por 1 obtemos como soma dos
coeficientes o ndmero (2-1+ 1 —1)° = 64.

Substituindo xy e z por 1 obtemos como soma dos
coeficientes o ndmero (3-1+1—1)% = 729.

Substituindo x,y por 1 e z por 0 obtemos como soma
dos coeficientes o ntimero (2-1+1—0)2 = 9.

Substituindo x, y por 1 e z por 0 obtemos como soma
dos coeficientes o ntimero (2-1+1—0)° = 729.

Substituindo x, y por 1 e z por 0 obtemos como soma
dos coeficientes o niimero (3 -1+ 1 — 0)° = 4096.

22. (Extraido do ITA 2013) O coeficiente de 12x*y* é dado

por
10!
S = = 3150.

Resposta letra A.

23. (ITA 2005) Se 0 é raiz, (c +1)° = 0, ou seja, ¢ =
—1. Consequentemente o polindmio pode ser escrito
como p(x) = (ax? — 2bx)®> = x°(ax — 2b)°. Como —1 é
raiz, 0 = p(—1) = (a+2b)°, ou seja, a = —2b. Para
calcularmos a soma dos coeficientes, basta fazermos x = 1
e obtermos 2° = p(1) = (a —2b)> = —(4b)>. Assim,

b:—%. Portanto,a+b+c=1—-—-1=——-.

> > Resposta
letra A.
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