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Numeros Irracionais e Reais

1 Exercicios Introdutadrios

Exercicio 1. No quadro abaizo, determine quais nimeros
$A0 1rTACIONALS.

23 5,345 V2

2,313131... % 0,01001000100001 . ..

Exercicio 2. Quais das sequintes afirmacdes sao verdadei-
ras?

a) NCQ.
b) Z C Q.
c)1eQ—-Z.

d)reQ=-reqQ.
35
e) —eQ-7.
5
Exercicio 3. Represente em uma reta orientada os seguin-
tes numeros:
9 14 = 30
3,5 —— 0 — 5,2 ——
’ 4 7 ’ 7

Exercicio 4. Utilizando a calculadora podemos obter que

V2 = 1,4142135623730950488016887242097 . . .

Agora, também utilizando uma calculadora, calcule os va-
lores abaizro, faca os registro e observe como o resultado se
aproxima cada vez mais do nimero 2.

a) 1,42 =
b) 1,412 =
c) 1,414 =
d) 1,41422 =

Exercicio 5. Com base no exercicio anterior, utilizando
a calculadora, calcule /3. Faga o mesmo procedimento do
item anterior, ou seja, calcule o o quadrado do nimero en-
contrado apenas com uma casa decimal, depois com duas
casas, depois com trés e finalmente com quatro casas. Re-
gistre os resultados e observe como eles se aproximam cada
vez mais de /3.

2  Exercicios de Fixacao

Exercicio 6. Compare as raizes abaizo preenchendo os
espacos pontilhadas com os simbolos > ou <.

c) \/ e 6

d) JOGI...... JOT.

e) n...... vn+1 com n nimero real nao negativo.

Exercicio 7. Sem utilizar a calculadora, estime, com uma
casa decimal, a melhor aproximacdo para /112

Exercicio 8. Sem utilizar a calculadora, estime, com duas
casas decimais, uma boa aproximacao para v/11.

Exercicio 9. Quantos nimeros inteiros positivos existem

entre /8 e /807

Exercicio 10. Quantos nimeros inteiros positivos existem
entre /37 e /12267

Exercicio 11. Quantos dos nimeros abaizo sdo maiores
que 107
3V11, 4V7 , 5v5 , 63, 7V2.

(a) 1 (b) 2 (c)3 (d) 4 (e) 5.

3  Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 12. FExplique porque entre dois mimeros racio-
nais sempre podemos encontrar um terceiro numero racio-
nal.

Exercicio 13. Dados dois reais positivos, ¥/3 e v/4, deter-
mine o maior.

Exercicio 14. O nimero /1 + /4 + /16 estd situado en-

tre \/n e v/n—+2, onde n € inteiro positivo. Determine
n.

Exercicio 15. Prove que ndo é possivel escrever v/2 como
uma fracdo de inteiros. Ou seja, prove que 2 ¢ Q.

Exercicio 16. Prove que ndo € possivel escrever:

1 V3 como uma fracdo de inteiros. Ou seja, prove que

V3¢aQ.

ii /5 como uma fracio de inteiros. Ou seja, prove que

V5 ¢ Q.

1 \/p como uma fracao de inteiros, sendo p um numero
primo. Ou seja, prove que \/p & Q.

Exercicio 17. F verdade que existem numeros irracionais
A e B tais que AB ¢ racional?
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Exercicio 18. A sequéncia F,, de Farey € uma sequéncia
. ~ . ,o.a
de conjuntos formados pelas fracoes irredutiveis 3 com

0 <a <b<n arranjados em ordem crescente. Exibimos
abaixo 0s quatro primeiros termos da sequéncia de Farey.

Fo= {0/1,1/1}
Fy = {0/171/43 1/371/2>2/3a3/4a 1/1}

Qual deve ser o conjunto Fy?

Exercicio 19. E possivel mostrar que se duas fra¢ées — e

e

c ... A . L
4 sao vizinhas na sequéncia de Farey F,, (veja o exercicio
anterior) entao ad—bc = £1. Sabendo disso, vocé consegue

a A ) .
determinar que fracao 7 estd imediatamente a esquerda de

= em Fy sem calcular todos os seus elementos?

7

Exercicio 20. Considere dois tambores de capacidade sufi-
cientemente grande.

a) Determine se € possivel colocar exatamente um litro do
liquido de um dos tambores no outro usando dois baldes,
um com capacidade de 5 e o outro com capacidade de 7
litros.

b) Determine se € possivel colocar exatamente um litro do
liquido de um dos tambores no outro usando dois baldes,
um com capacidade de 2—+/2 e o outro com capacidade
de \/2 litros.

Exercicio 21. Achar o menor inteiro positivo n tal que as
73 fragoes

19 20 21 91
n+21'n+22"n+23""""n+93

sejam todas irredutiveis.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Respostas e Solucoes

1 Exercicios Introdutorios

1. Numeros irracionais sdo aqueles que possuem repre-
sentacao decimal infinita e ndo periddica. Sendo assim,
V2 € @ e 0,01001000100001 ... € Q' pois possuem re-
presentacoes decimais nao periddicas; ao passo que 23 €
N CQ 5345 € Q, & € Q 2,313131... € Q possuem
representacoes decimais periddicas.

Comentario para professores: Pode ser dificil convencer

o aluno em um primeiro contato com o0s numeros irracio-
nais que \/2 € irracional e consequentemente nos primei-
ros exercicios o aluno deverd assumir tal fato. Deizamos
a demonstracdo desta afirmagdo para o final deste bloco de
eTercicios e sugerimos que o professor faca o mesmo até
seus alunos terem mais familiaridade com as distingoes
entre os conjuntos numéricos.

2. Jd sabemos que valem as inclusées N C Z C Q C R.
Assim:

a) N C Q. Verdadeira!
b) Z C Q.Verdadeira!

¢) 1 € Q— Z.Falsa, pois Q —Z € o conjunto das fragoes
nao inteiras.

d) re Q= —r € Q. Verdadeira!

35
e) = € Q—7Z. Falsa, pois Q—17 € o conjunto das fragioes

nao inteiras e 35—5 =T7.

3. Uma representacdo seria:

—30/7 —9/4 14/7 5,2
-— 00—

0 3,9
4. Resposta com o uso da calculadora.
a) 1,42 =1,96.
b) 1,412 = 1,9881.
c) 1,4142 = 1,999396.
d) 1,41422 = 1,99996164.
5. Resposta com o uso da calculadora.
V3 = 1,7320508075688772935274463415059 . . .
a) 1,77 =2,89.
b) 1,732 = 2,9929.
c) 1,7322 = 2,999824.
d) 1,7320% = 2,999824.

2 Exercicios de Fixacao
6.

a) V2 </3.

b) V81 < V/121.

c) \/%< \/g.

) +/0,64>/0,T.

e) vn<+vn+1 comn.

7. Observeque\/§=3<\/ﬁ<\/l_=4.

Agora tentemos descobrir a primeira casa decimal apds a
virgula:

i 3,12 =09,61.
i 3,22 =10, 24.
iii 3,32 = 10, 89.
v 3,4% = 11, 56.

Logo, para apenas a descobrirmos a primeira casa decimal,
basta observarmos que:

3,32 <11 < 3,42
10,89 < 11 < 11,56,

Entao a melhor aproximagdo com uma casa decimal serd

03,3.

8. Observe que V11 com uma casa decimal foi aproxi-
mado para 3,3. Agora para a casa do centésimo, basta
considerarmos os quadradados:

(3,30)2,(3,31)%, (3,32)?,..., (3,39)%, (3,40)%.
Repetindo o procedimento do exercicio anterior, a melhor
aproxrimacgao serd 3,31.

9. ComoV8<+v9I=3eV64=8<+80<+81=9.0
primeiro inteiro positivo maior que /8 € 3 e o dltimo in-
teiro menor que \/@ € 8. Sendo assim, teremos 6 inteiros
positivos, a saber {3,4,5,6,7,8}.

10. Temos:

o
AAN!

gy 299

35 122
122
129

6.

VANAN

Il
w
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Assim, podemos concluir que o primeiro inteiro positivo
maior que \/37 € 7 e o 4ltimo inteiro positivo menor que
V1226 € o 35. Logo, teremos: 35 — 7 + 1 = 29 inteiros
positivos compreendidos entre os numeros do problema, a
saber: {7,8,9,...,34,35}.

11. Os quadrados dos nimeros sao respectivamente: 99,
112, 125, 108 e 98. Destes, apenas o primeiro e o ultimo
sGo menores que o quadrado de 10 que € 100. Assim, os
trés numeros do meio sao maiores que 10. Resposta C.

3  Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

12. Dados dois racionais a e b, somando a aos dois lados
da desigualdade, temos:

a < b
at+a < b+a
20 < a+b
0 < a+b
2

Repetindo o procedimento, agora com b, temos:

a < b
a+b < b+bd
at+b < 2b
a+b

b
5 <

b b
O que resulta em: a < % < b Como % também €

um racional, isso mostra que existe um racional entre a e

b.

Comentario para professores: E bom enfatizar que se a
a+b

2

e b) o aluno poderd mostrar que existe uma

construgao acima for reiterada com os racionais a e

a+b

(ou com

infinidade de racionais entre a e b. Qutros comentdrios
comentdrios que poderiam instigar os alunos sobre a dis-
tribuicao dos racionais e dos irracionais na reta seria ques-
tiond-los se qualquer intervalo contém niumeros racionais
e 1rracionais.

13. (Extraido da UNICAMP) Uma boa estratégia se-
ria eliminar os radicais elevando ambos numeros a uma
poténcia multipla de 3 e 4. Veja que:

(\3’/5)12 — 34
= &1
> 64
= 43

- (VD"

Portanto, como (V/3)*2 > (v4)'2, seque que ¥/3 ¢ o maior.

14. (Extraido do Colégio Naval) Fagamos uma primeira
estimativa:

1<4<8

12 <4<23
V1< VA< 8

1< V4<2

Segunda estimativa:

8 <16 < 27
23 <16 < 33
V8 < V16 < V27
2< V16 < 3

Finalmente, somando as duas ultimas desiguldades obti-
das, temos:

3<V4+16<5

4<1+V4A+V16<6
VA <14+ Y4+ 316 <6
VA < V14 Y4+ 16 < V6

Portanto, n = 4.

15. Vamos supor que € possivel termos uma fragdo irre-
dutivel 7, m € Z,n € Z* tal que V2 = . Neste caso,
podemos escrever:

2
<8
I |
ESTERL

[\)
3
[V
Il
3 3
NN

Agora temos a sequinte situacdo, o membro da esquerda €
par, portanto o da direita também o serd. Contudo, nao
podemos ter m? par, se m também ndo for par. Sendo
assim, m = 2k, para algum k € Z, e

m = 2k

m?2 = 4k>

2 2

Agora, voltando & equacio 2n? = m? e substituindo o m

pelo 4k2, e ficamos com:

m? = m?
on? = 4k?
n? = 2m2

Pelo argumento anterior, n é par, isso contradiz nossa su-
posicao inicial pois tinhamos assumido que a fracio 2 era
n
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irredutivel. Fssa contradicao mostra que a suposi¢cao ini-
cial € falsa, ou seja, \/2 ndo € racional.

Comentario para professores: Este é um exemplo cldssico
de prova por absurdo. Quando mencionado em sala de
aula, sugerimos que o professor comente exemplos cotidi-
anos de afirmagoes que conduzem a absurdos para que 0s
alunos se sintam mais confortdaveis com tal demonstragao.

16. Utilize 0 mesmo argumento da questdo anterior.

2
17. Tome A = B = /2. Se o nimero \/5\[ € racional, o
enunciado estd satisfeito. Caso contrdrio, faca A = \/5\/5

e B = 2. Assim, a® = (\/5\/5)\/§ = 2 servird como
exemplo.

Comentario para professores: Jd existe uma demons-

tracao de que \/5\/5 € de fato irracional. Um exemplo mais
construtivo usando fatos que nao sdo estudados no oitavo
ano seria escolher A =+/10 ¢ B =log,q4. Dai, AP =2 ¢
um racional.

18.
Fs={0/1,1/5,1/4,1/3,2/5,1/2,3/5,2/3,3/4,4/5,1/1}.

19. Usando a propriedade dada no enunciado, temos
Ta — 5b = +1.
divisao por 5. Dentre os valores possiveis de a no conjunto
{0,1,2,...,7}, apenas 2 e 3 satisfazem tal condigdo. Se
a=2, temosb=3. Se a=3, teremos b = 4. Entretanto,

Veja que Ta deve deixar resto 1 ou 6 na

[V )

2 < ) < 3 fraca da €
como - < = < —, a fragdo procurada €
3575y cao p

20. a) Basta usar trés vezes o balde de 5 litros e, em
sequida, retirar duas vezes liquido do tambor usando o
balde de 7 litros. Dessa forma, transportamos 3 X 5 —
2x7=1 litro.

b) A quantidade a que podemos transportar de um tambor
para o outro € da forma k(2 — \/2) 4+ 1(v/2) litros onde
k el sao inteiros indicando quantas vezes tiramos ou
colocamos liquidos usando cada um dos baldes. Se | —
k # 0, podemos escrever:

a = k(@2-vV2)+1V2
a—2k = V2(1—k)
a—2k
-k V2

Assim, o nimero \/2 seria o quociente de dois inteiros
o que resultaria em um numero racional. Sabemos que
isso nao pode acontecer porque /2 € irracional. Falta
analisarmos o que acontece quando | = k. A equacao
se transforma em:

a = k(2-V2)+1V2

= k(2-V2)+kV2
= 2k

Veja que 2k € par e assim nao podemos levar um valor
impar como a = 1. Em qualquer caso, ndo € possivel
colocar exatamente 1 litro usando os baldes com as ca-
pacidades dadas neste item.

21. (Extraido da prova da Cone Sul publicada na Revista
Eureka nidimero 5) A fragdo § € irredutivel se e s6 se p%— €
irredutivel ( se a e b tem um fator comum, entdo a eb—a
tém um fator comum, e reciprocamente). O problema se
transforma em achar o menor valor de n tal que as fragoes

sejam todas irredutiveis. Observe que as fragoes anteriores

possuem a forma e pelo critério anterior basta-

a
n+a+2
5 fosse irredutivel. Tendo isso em mente, se

ria que
n+2 € um primo maior que 91, todas as fra¢des serdao irre-

dutiveis. Assim, um valor possivel den é 95 pois n+2 = 97
€ um numero primo. Verifiquemos que € o menor possivel.

1. Sen+2 <97 en+2 € par, entao n € par e hd fragioes

redutiveis como, por exemplo, 73—_82.

2. Se 19 < n+ 2 < 91, obviamente hd uma fragdo re-
dutivel.

3. Sen+2 <19, entdo n + 2 tem um maltiplo entre 19
e 91 e, portanto, hd uma fragao redutivel.

4. Sen+2=93=3-31, entdo n?’—_&Q € redutivel.

5 Sen+2=95=5-19, entao nl—fQ € redutivel.

Logo, o wvalor minimo de n + 2 é 97, que corresponde a
n = 95.
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