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1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Para cada um dos itens abaixo, encontre todos
os inteiros a € {1,2,3,...,10} de modo que:

(@) 2a=1 (mod 3)
(b) 3a=1 (mod 5)
(¢) 5a=1 (mod 7)

Exercicio 2. Sabendo que 3-7 —4-5 = 1, encontre um
inteiro a tal que:

(@) 7a=1 (mod 5)
(b) 7a=2 (mod 5)

Exercicio 3. Encontre a e b tais que 141a +17b = 1 e, sem
seguida, encontre um inteiro x que satisfaga
141x =1 (mod 17)

Exercicio 4. Resolva o sistema:
x = 3 (modb5)
x = 4 (mod?7)

Exercicio 5. Encontre uma solugdo inteira para o sistema:

x = 2 (mod 11)
x = 4 (mod 12)
x = 5 (mod 13)

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 6. Resolva, quando possivel, as congruéncias:
(@) 3x =5 (mod 7).

(b) 12x =38 (mod 28).

Exercicio 7. Encontre x inteiro tal que:

X =

1 (mod 11);
= 2

(mod 7).

=

Exercicio 8. Encontre x inteiro tal que:

1 (mod 11)
2 (mod 7)
4 (mod 5)

Exercicio 9. Encontre o menor inteiro positivo, maior que
1, que satisfaz o seguinte sistema de congruéncias:

1 (mod 3)
1 (mod 5)
1 (mod?7)

Exercicio 10. Encontre todas as solugdes do sistema:

= 2 (mod 3)
= 3 (mod)5)
5 (mod 2)

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 11. Resolva o sistema:

2x = 2 (mod 3)
3x = 2 (mod5)
4x = 3 (mod?7)

Exercicio 12. Juca possui menos do que 800 bolinhas de
gude. Ele gosta de separar as bolinhas em grupinhos com
a mesma quantidade de bolinhas. Ele percebeu que se for-
mar grupinhos com 3 bolinhas cada, sobram exatamente 2
bolinhas. Se ele formar grupinhos de 4 bolinhas, sobram
3 bolinhas. Se ele formar grupinhos de 5 bolinhas, sobram
4 bolinhas. E, finalmente, se ele formar grupinhos com 7
bolinhas cada, sobram 6 bolinhas.

(a) Se Juca formasse grupinhos com 20 bolinhas cada, quan-
tas bolinhas sobrariam?

(b) Juca possui quantas bolinhas de gude?

Exercicio 13. Sejam m e n dois inteiros positivos primos
entre si. O Teorema Chinés dos Restos afirma que, dados
inteirosiejcom 0 <i < meo <j< n,existe exatamente
um inteiro a4, com 0 < a < mmn, tal que o resto da divisdo de
a por m é igual a i e o resto da divisdo de a por n é igual a
j. Por exemplo, para m = 3 e n = 7, temos que 19 é o tinico
ndmero que deixa restos 1 e 5 quando dividido por 3 e 7,
respectivamente. Assim, na tabela a seguir, cada ntimero de
0 a 20 aparecerd exatamente uma vez.

0 A B
1 C D
2 E F
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Qual a soma dos ntimeros das casas com as letras A, B,C, D, E
e F?

Exercicio 14. Determine todos os restos possiveis da di-
visdo do quadrado de um ntmero primo com 120 por 120.

Exercicio 15. Encontre todos os inteiros que deixam restos
1,2 e 3 quando divididos por 3,4 e 5, respectivamente.
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Respostas e Solugdes.

1. Testando os valores do conjunto dado, obtemos

(a) a=25e8.
(b) a=2e7.
(c) a=3e10
2.

(a) Em virtude da equagdo dada,7-3 =1 (mod 5), portanto
a = 3 é uma solucdo possivel

(b) Multiplicando a equagdo dada por 2, temos
6-7=8-5=2

Dai, 7-6 = 2 (mod 5) e assim a = 6 é uma solugdo
possivel.

3. Aplicando o Algoritmo de Euclides, obtemos a sequéncia
de equagdes:

141 = 17-8+5
17 = 5342
5 = 2241
2 = 1-24+0.
Dai,
1 = 5-2.2
= 5—(17-5-3):2
= 5.7-17-2
= (141-17-8)-7—-17-2
141-7—17-58
Portanto,
141-7=1 (mod 17)

e a = 7 é uma solugéo.

4. A primeira congruéncia nos permite concluir que x =
5q + 3. Dai

59 +3 = 4 (mod 7)
50 =1 (mod?7)
159 =3 (mod 7)
g =3 (mod?7).

Assim, g =3+7ke

=

= 59+3
= 53+7k)+3
35k + 18,

para algum inteiro k.

5. A primeira equagdo nos diz que x = 114 + 2. Substituindo

este valor na segunda equacado, encontramos:
11g+2=4 (mod 12)

Dai, como 11-11 =1 (mod 12), podemos multiplicar a con-
gruéncia anterior por 11 para obter

11-11g4+22 = 44 (mod 12)
g+22 = 8 (mod 12)
Dai, g + 22 = 8 + 12k. Isso implica
x = 11(8+12k—22)+2
= 132k —154+2
= 5 (mod 13)
Dai,
132k = 154+5-2 (mod 13)
2k = 1 (mod 13)
14k = 7 (mod 13).
k = 7
e assim k = 9 + 13t. Logo,
x = 1lg+2
= 11(12k—14) +2
= 132k—154+2

132(8 + 13t) — 154 + 2
1716t + 924 — 154 42
1716t + 772

e x = 772 é uma solugdo do sistema.
6.

(a) Multiplicando a primeira equagdo por 5, que é o inverso
de 3 moédulo 7, obtemos

3x = 5 (mod7)
15x = 25 (mod 7)
x = 4 (mod?7)

Dai, x = 7k 4 4 para algum inteiro k

(b) Se a congruéncia tivesse alguma solugdo, poderiamos
escrever, para algum inteiro k,

12x = 38+28k
4(3x—7k) = 38.

Isso é impossivel, pois 38 ndo é multiplo de 4.

7. A primeira congruéncia nos diz que x = 11k 41 para
algum k € Z. Sejam g e r o0 quociente e o resto da divisao de k
por 7, respectivamente. Assim, k =7g+rex =77+ 11r + 1.
Para x satisfazer a segunda congruéncia, devemos encontrar
r € {0,1,2,3,4,56} tal que 11r +1 = 2 (mod 7), ou seja,
4r =1 (mod 7). Como o inverso de 4 (mod 7) é 2, obtemos
r =2ex =77q+ 23. Veja que para qualquer g inteiro, tal x é
solucdo do sistema de congruéncias.
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8. Pelo exemplo anterior, para x satisfa-
zer as duas primeiras equag¢des, devemos ter

x = 77q + 23. Dividindo g por 5, obtemos g4 = 5 +s
com 0 < s < 5. Dai, x = 385! + 77s + 23. Para satisfazer
a ultima congruéncia, devemos ter 77s + 23 = 4 (mod 5),
ou seja, 2s =1 (mod 5). Como 3 é o inverso de 2 (mod 5),
s = 3 e consequentemente x = 385/ + 254.

9. Veja que x — 1 deve ser um mdltiplo positivo de 3,5 e 7.
O menor mdltiplo positivo desses ntimeros é 3-5-7 = 105.
Logo, x = 105 + 1 = 106.

10. A primeira congruéncia nos diz que x = 3k + 2, para
algum inteiro k. Dai,

3k+2 = 3 (mod5)
3k = 1 (mod5)

6k = 2 (mod5)

k = 2 (modb5).

Isso nos permite escrever k = 5t 4 2, para algum inteiro t.
Substituindo na dltima equagdo, temos

x = 3k+2
= 3(5t+2)+2
= 15t+8
= 5 (mod?2)
Assim
15t+8 = 5 (mod 2)
t = 1 (mod?2)

Finalmente, isso nos permite escrever ¢ = 2/ 4 1, para algum
inteiro [, e

x = 15t+8

— 15(214+1)+38
301 4 23.

11. Multiplicando as trés equagdes pelos respectivos inversos
de 2, 3, e 4 com respeito aos médulos 3, 5 e 7, obtemos

2:2x = 2-2 (mod 3)
x = 1 (mod3)
2:3x = 2-2 (mod5)
x = 4 (modb)
2-4x = 2-3 (mod?7)
x = 6 (mod?7)

Dai, x 4+ 1 é multiplo de 3, 5 e 7. Portanto, x + 1 = 105k, para
algum k inteiro.

12. (Extraido do Banco de Problema da OBMEP)

(@) Seja B o numero de bolinhas de Juca. Veja que o ntimero
de bolinhas que sobram ao formar um grupinho é igual
ao resto da divisdo de B pelo tamanho dos grupinhos.
Para determinar o resto na divisdo por 20, deve-se utilizar

os restos na divisdo por 4 e por 5, ja que 20 = 4 - 5. Supo-
nha que seja dada uma bola a mais para Juca. Sabendo
que com com grupinhos de 5 bolinhas sobram 4 bolinhas
e em grupinhos de 4 sobram 3, entdo Juca pode dividir
as B + 1 bolas em grupinhos de 4 bolas e em grupinhos
de 5 bolas sem sobrar nenhuma, logo B + 1 é multiplo
de 4-5 = 20, ja que este é o Minimo Muiltiplo Comum
entre 4 e 5. Portanto, B deixa resto 19 na divisdo por 20.
Assim, sobrariam 19 bolinhas.

(b) Para cada um dos ntmeros do conjunto {3,4,5,7}, o
resto na divisdo é uma unidade a menos que o tamanho
dos grupinhos. Deste modo, se adicionarmos uma bola
a mais na colegdo de Juca, teremos um ntmero B + 1
que é multiplo de 3, 4, 5 e 7, consequentemente, B + 1
é multiplo do Minimo Multiplo Comum destes quatro
nameros, ou seja, multiplo de 3-4-5-7 = 420. Como
Juca possui menos que 800 bolinhas, entdo B+ 1 =420 e
assim concluimos que B = 419.

13. (Extraido da OBM 2009) Resolvendo os sistemas de
congruéncias correspondentes, podemos encontrar A =
15,B = 12,C = 10,D = 13,E = 8 e F = 11. Assim,
A+B+C+D+E+F=69.

14. ( Extraido da Olimpiada da Estonia) Seja n tal que
mdc(n,120) = 1. Como 120 = 3-5-8, temos que n # 0
(mod 3), (mod 5) (mod 2). Dai, ? =1 (mod 3), n*> = 1
(mod 8) e n? =1 ou 4 (mod 5). Sendo assim, n? satisfaz o
sistema:

= 1 (mod 3)
= 1 (mod 8)
+1 (mod 5)

cujas solugdes sdo x =1 (mod 120) e x =49 (mod 120).
15. Se x é o inteiro procurado, devemos ter:

1 (mod 3)
1 (mod 4)
1 (mod 5).

Dai, x + 2 é multiplo de 3,4 e 5, ou seja, x + 2 = 100gm para
algum inteiro g.
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