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1 Exerćıcios Introdutórios

Exerćıcio 1. Encontre os restos da divisão de 224 por a) 5
b) 7 c) 11 d) 17.
Exerćıcio 2. Determine o resto de 224 na divisão por 15.
Dica: Perceba que 15 = 3 · 5 e aplique o Teorema de Fermat
para cada um desses primos.
Exerćıcio 3. Encontre os restos das divisões de:

a) 3003000 − 1 por 1001

b) 7120 − 1 por 143

Exerćıcio 4. Seja p um primo ı́mpar maior que 5. Encontre
o resto de 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸

p−1 uns

na divisão por p.

Exerćıcio 5. Prove que se n é ı́mpar, então

n5 ≡ n (mod 240).

2 Exerćıcios de Fixação

Exerćıcio 6. Prove que 2015 − 1 é divisı́vel por 11

Exerćıcio 7. Prove que
n5

5
+

n3

3
+

7n
15

é um inteiro para todo
inteiro n.
Exerćıcio 8. Mostre que n7 ≡ n (mod 42), ∀n ∈N

Exerćıcio 9. Prove que se p é primo, então

ap ≡ bp (mod p)⇒ ap ≡ bp (mod p2)

Exerćıcio 10. Sejam p e q primos distintos. Mostre que

i) (a + b)p ≡ ap + bp (mod p)

ii) pq + qp ≡ p + q (mod pq)

iii)
⌊

pq + pq

pq

⌋
é par se p, q 6= 2.

Exerćıcio 11. Mostre que se p é primo e a2 ≡ b2 (mod p),
então a ≡ ±b (mod p).

3 Exerćıcios de Aprofundamento e de
Exames

Exerćıcio 12. Encontre o número de inteiros n > 1 para os
quais o número a25 − a é divisı́vel por n para cada inteiro a.
Exerćıcio 13. Prove que para cada primo p, a diferença

111 . . . 11222 . . . 22333 . . . 33 . . . 888 . . . 88999 . . . 99− 123456789

(onde cada digito está escrito exatamente p vezes) é múltiplo
de p.

Exerćıcio 14. Dado um primo p, prove que existem infinitos
naturais n tais que p divide 2n − n.
Exerćıcio 15. Seja p um número primo da forma 4k + 3.
Mostre que

p | m2 + n2 ⇐⇒ p | m e p | n.

Exerćıcio 16. Sejam p um número primo, a e n e inteiros
positivos. Prove que se

2p + 3p = an,

então n = 1.
Exerćıcio 17. Mostre que existem infinitos inteiros positivos

n tais que
5n−2 − 1

n
é inteiro
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Respostas e Soluções.

1. Como 2 é relativamente primo com todos os divisores
mencionados, podemos usar o Pequeno Teorema de Fermat
em todos os itens, obtendo:

a)

25−1 ≡ 1 (mod 5)

(24)6 ≡ 16 (mod 5)

224 ≡ 1 (mod 7)

Portanto, o resto é 1.

b)

27−1 ≡ 1 (mod 7)

(26)4 ≡ 14 (mod 7)

224 ≡ 1 (mod 7)

Portanto, o resto é 1.

c)

211−1 ≡ 1 (mod 11)

(210)2 ≡ 12 (mod 11)
220 ≡ 1 (mod 11)

220 · 24 ≡ 24 (mod 11)

224 ≡ 5 (mod 11)

Portanto, o resto é 5.

d)

24 ≡ −1 (mod 17)

(24)6 ≡ (−1)6 (mod 17)

224 ≡ 1 (mod 17)

Portanto, o resto é 1.

2. Como 23−1 ≡ 1 (mod 3) e 25−1 ≡ 1 (mod 5), segue que

224 = (22)12

≡ 112 (mod 3)

224 = (24)6

≡ 16 (mod 5).

Portanto, 224 − 1 é múltiplo de 3 e 5. Como mdc(3, 5) = 1,
segue que 15 | 224 − 1.

3.

a) Perceba que 1001 = 7 · 11 · 13 e que 7− 1, 11− 1 e 13− 1
dividem 3000. Como 7, 11 e 13 são números primos,
todos relativamente primos com 300, segue em virtude do
Teorema de Fermat, que esses primos dividem 3003000− 1.
Como esses primos são distintos, vale que 1001 = 7 · 11 ·
13 | 33000 − 1.

b) Perceba que 143 = 11 · 13 e que 11− 1 e 13− 1 dividem 120.
Como 11 e 13 são primos, ambos relativamente primos
com 7, segue em virtude do Teorema de Fermat, que esses
primos dividem 7120− 1. Como esses primos são distintos,
vale que 11 · 13 = 143 divide 7120 − 1.

4. Veja que:

111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
p−1 uns

=
999 . . . 99

9

=
10p−1 − 1

9

Pelo Teorema de Fermat, o numerador 10p−1 − 1 é divisı́vel
por p, pois mdc(5, p) = 1. Além disso, usando que p 6= 3,
segue que 10p−1−1

9 também é múltiplo de p.

5. Perceba que 240 = 24 · 3 · 5. Daı́, pelo Teorema de Fermat,
seque que:

n5 ≡ n (mod 5) e
n5 ≡ n3ṅ2 (mod 3)
≡ n · n2 (mod 3)
= n3 (mod 3)
≡ n (mod 3)

Como mdc(3, 5) = 1, segue que 15 = 3 · 5 | n5 − n. Como n é
ı́mpar, podemos escrever n = 2k + 1. Daı́,

n5 − n = n(n4 − 1)
= n(n2 − 1)(n2 + 1)
= n(4k(k + 1)(n2 + 1)

Como 2 | k(k + 1), segue que 8 | 4k(k + 1). Além disso, como
n2 + 1 é par, podemos afirmar que

16 = 2 · 8 | 4k(k + 1)(n2 + 1).

Portanto, como mdc(16, 15) = 1, segue que

240 = 15 · 16 | n5 − n.

6. Como 11− 1 = 10 e mdc(20, 11) = 1, segue em virtude
do Teorema de Fermat que

2015 ≡ 915 (mod 11)

≡ (310)3 (mod 11)
≡ 13 (mod 11)
= 1 (mod 11)

Portanto, 11 | 2015 − 1.

7. Primeiramente, note que

n5

5
+

n3

3
+

7n
15

=
3n5 + 5n3 + 7n

15
.

Como mdc(3, 5) = 1, basta mostrarmos que o numerador é
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mútiplo de 3 e 5. Pelo teorema de Fermat:

3n5 + 5n3 + 7n ≡ 5n3 + 7n (mod 3)
≡ 5n + 7n (mod 3)
≡ 12n (mod 3)
≡ 0 (mod 3)

3n5 + 5n3 + 7n ≡ 3n5 + 7n (mod 5)
≡ 3n + 7n (mod 5)
≡ 10n (mod 5)
≡ 0 (mod 5).

8. Pelo Teorema de Fermat,

n7 ≡ n (mod 7)
n7 ≡ (n3)2 · n (mod 3)
≡ n2 · n (mod 3)
≡ n3 (mod 3)
≡ n (mod 3)

n7 ≡ (n2)3 · n (mod 2)
≡ n3 · n (mod 2)
≡ (n2)2 (mod 2)
≡ n2 (mod 2)
≡ n (mod 2).

Como 2, 3 e 7 são primos entre si, n7 ≡ n (mod 2 · 3 · 7 = 42).

9. Pelo teorema de Fermat, a ≡ ap ≡ bp ≡ b (mod p).
Assim,

ap−1 + ap−2b + . . . + abp−2 + bp−1 ≡
ap−1 + ap−1 + . . . + ap−1 ≡

≡ pap−1

≡ 0 (mod p)

Como a− b ≡ 0 (mod p), temos:

ap − bp = (a− b)(ap−1 + ap−2b + . . . + abp−2 + bp−1)

≡ 0 (mod p2)

10.

i) Pelo Teorema de Fermat:

(a + b)p ≡ a + b
≡ ap + bp (mod p).

ii) Pelo Teorema de Fermat,

pq + qp ≡ 0 + q
≡ p + q (mod p)

pq + qp ≡ p + 0
≡ p + q (mod q)

11. Como p | (a2 − b2) = (a− b)(a + b), seque que | a− b
ou p | a + b.

12. (Extraı́do da Olimpı́ada Búlgara) Se n satisfaz o enun-
ciado, p2(p primo) não pode dividi-lo, pois p25 − p não
é divisı́vel por p2. Assim, n é múltiplo de primos dife-
rentes. Os fatores primos de n são fatores de 225 − 2 =
2 · 32 · 5 · 7 · 13 · 17 · 241. Entretanto, n não é divisı́vel por 17
e 241, pois 325 ≡ −3 (mod 17) e 325 ≡ 32 (mod 241). Po-
demos usar o teorema de Fermat para mostrar que a25 ≡ a
(mod p) para p ∈ {2, 3, 5, 7, 13}. Portanto, n deve ser igual a
um dos divisores de 2 · 3 · 5 · 7 · 13 diferente de 1. A quanti-
dade de tais divisores é 25 − 1 = 31.

13. Uma boa maneira de associar os números do problema
com o teorema de Fermat é perceber que:

111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
p uns

=
10p − 1

9
.

Assim, podemos escrever o número S =
111 . . . 11222 . . . 22333 . . . 33 . . . 888 . . . 88999 . . . 99 como:

S =
10p − 1

9
· 108p + 2 · 10p − 1

9
· 107p + . . .

+ 9 · 10p − 1
9

9S = (10p − 1) · 108p + 2 · (10p − 1) · 107p + . . .
+ 9 · (10p − 1)

Para p = 2 ou p = 3, o resultado do enunciado segue dos
critérios de divisibilidade por 2 e 3. Podemos então nos con-
centrar no caso p > 3. Nesse caso, é suficiente mostrarmos
que 9(S− 123456789) é divisı́vel por p pois mdc(p, 9) = 1.
Pelo Teorema de Fermat:

9S = (10p − 1) · 108p + 2 · (10p − 1) · 107p + . . .
+ 9 · (10p − 1)
≡ (10− 1) · 108 + 2 · (10− 1) · 107 + . . .
+ 9 · (10− 1) (mod p)
≡ 9 · 123456789 (mod p).

14. Se p = 2, n pode ser qualquer número par. Suponha que
p > 2. Considere (p− 1)2k, pelo teorema de Fermat temos

2(p−1)2k ≡ (2p−1)(p−1)2k−1

≡ 1(p−1)2k−1

= 1
≡ (p− 1)2k (mod p).

Assim, para qualquer k, n = (p− 1)2k satisfaz o problema.

15. Façamos inicialmente a primeira implicação. Se p -
m, então mp−1 ≡ 1 (mod p), e daı́ temos as equivalências
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módulo p

n2 ≡ −m2

⇒ (nmp−2)2 ≡ −(mp−1)2

≡ −1

⇒ (nmp−2)p−1 ≡ (−1)
p−1

2

≡ (−1)2k+1

≡ −1,

o que contraria o Teorema de Fermat. Assim, p | m e p | n.

16. Se p = 2, claramente a = 13 e n = 1. Se p > 2, p é ı́mpar
e 5 | 2p + 3p. Consequentemente 5 divide a. Se fosse n > 1,
25 | an e terı́amos:

0 ≡ an

5

≡ 2p + 3p

5
= 2p−1 − 2p−2 · 3 + . . . + 2 · −3p−2 + 3p−1

≡ 2p−1 + 2p−1 + . . . + 2p−1

≡ p2p−1 (mod 5)

A única possı́bilidade é termos p = 5. Entretanto, 25 + 35 não
é uma potência perfeita não trivial. Logo, n = 1.

17. (Extraı́do da OBM 2008) Para qualquer primo p, com
p > 5, o número n = 2p é solução. Para verificar isso, note
que 5n−2 − 1 é par e que, graças ao Teorema de Fermat,

5n−2 ≡ 52p−2 (mod p)

≡ (5p−1)2 (mod p)

≡ 12 (mod p)
≡ 1 (mod p)

Daı́, como p e 2 dividem 5n−2 − 1 e mdc(2, p) = 1, segue que
n = 2p | 5n−2 − 1.
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