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1 Problemas do Capitulo 5

Exercicio 1. Uma companhia tem 67 empregados, dos
quais 47 falam inglés, 35 falam espanhol e 23 falam as
duas linguas.

(a) Quantos nao falam inglés nem espanhol?

(b) Suponha que, além disso, 20 empregados falem francés,
12 falem francés e inglés, 11 falem francés e espanhol,
e 5 falem todas as trés linguas. Quantos empregados
nao falam nenhuma das trés linguas?

Esta é uma tipica questao de conjuntos, e para resolveé-
la introduziremos a representacao de conjuntos através do
Diagrama de Venn.

Solugao.

(a) Desenhe duas elipses que se intersectam. Cada uma
ird representar o conjunto dos falantes de cada lingua.
Assim, a regiao de intersegao ird representar o con-
junto das pessoas que falam as duas linguas. Nossa
estratégia serd preencher as regides do diagrama com
as quantidade de pessoas que estao em cada subcon-
junto.

Existem 47 — 23 = 24 empregados que falam inglés,
mas nao espanhol, e 35 — 23 = 12 que falam espanhol,
mas nao inglés. Logo 24 4 12 + 23 = 59 falam pelo
menos uma entre as duas linguas, enquanto 67—59 ='8
nao sabem nenhuma das duas.

Inglés Espanhol

(b) Vamos primeiro encontrar o nimero de empregados
que falam pelo menos uma das trés linguas. Po-
demos comecar somando os numeros de empregados
que falam inglés, espanhol e francés. O resultado é
47 + 35 + 20 = 102. Contamos todos os que falam
uma dessas linguas, mas os que falam duas delas fo-
ram contados duas vezes e os'que falam todas as trés
foram contados trés vezes. Vamos ajustar o total sub-
traindo o ntmero dos que falam inglés e francés, dos
que falam francés e espanhol, e dos que falam inglés e
espanhol. O resultado é 102—23—12—11 = 56. Mas os
empregados que falam todas as trés linguas foram sub-
traidos trés vezes depois de terem sido somados, ini-
cialmente, trés vezes, de modo que eles nao aparecem
nessa contagem. Precisamos, portanto, acrescenté-los,
de modo que o nimero de empregados que falam pelo
menos uma das trés linguas é 56 + 5 = 61. Entao o
nimero de empregados que ndo falam nenhuma das
trés linguas é 67 — 61 = 6.

O

Exemplo 2. Dois termémetros de mercurio de tama-
nhos distintos estao suspensos em uma parede. Apesar
de marcarem a mesma temperatura, as alturas de suas
marcacoes ndo sdo as mesmas. A marcacdo de 10°C do
termometro da esquerda corresponde a marcacdo de 0°C
no termometro da direita, enquanto que a marcacdo de
70°C do termémetro da esquerda corresponde & marcagao
de 100°C no termometro da direita.

70°C- -~ -~ =@y - 100°C

HIEED)

10°C - 7 - - 0°C

Em que temperatura, as alturas do merciurio nos dois
termdémetros serao as mesmas?

Solugao. Seja z a temperatura na qual os dois
termoOmetros terao suas marcagoes na mesma altura. Veja
que nessa temperatura, a razao entre as distancia de x até
zero e de 100 até z no segundo termémetros serd igual
a razao entre as distancias de x até 10 e de 70 até = no
primeiro termémetro. Assim,

x—0 _:c—lO

100—z 70—z

Multiplicando em cruz, temos:
70z — 2% = 100z — 22 — 1000 + 10z

Cancelando o termo (z2) que aparece dos dois lados da
equagao, e reorganizando os termos restantes, temos:

1000 = 40z = = = 25.

Logo, em 25°C as alturas dos marcadores nos dois
termometros serao as mesmas. O

Exercicio 3. Escolha 26 nimeros do conjunto {1,2,...,50}.
Mostre que existem dois, dentre os numeros escolhidos, em
que um deles € divisivel pelo outro.

Solugao. Vamos considerar, primeiro, o maior divisor im-
par de cada um dos nimeros de 1 a 50. Por exemplo, o
maior divisor impar de 16 é 1 , o maior divisor impar de
20 é 5 e o maior divisor impar de 49 é 49. Os divisores
impares possiveis dos 50 primeiros inteiros positivos sao
1,3,...,49 e ha 25 deles. Como escolhemos 26 ntimeros de
1 a 50 , pelo menos dois deles tém o mesmo maior divisor
impar. Entao um desses dois ntimeros sera divisivel pelo
outro. De fato, sejam a e b os dois nimeros que possuem
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esse mesmo maior divisor fmpar (que denotaremos por Q).
Entao a = 27Q e b = 2YQ). Sem perda de generalidade,
podemos assumir que x < y. Nesse caso, a é um divisor de

b. O

2 Problemas do Capitulo 6

Exercicio 4. Em um conjunto tendo muitos retangulos 2x 1
do mesmo tamanho, alguns estdo em branco e outros tém
uma diagonal, como na figura abaizo.

Serao escolhidos dezoito retangulos que serao montados
em um quadrado 6 X 6 de modo que duas diagonais nos
retangulos nunca se encontrem. Qual € o menor nimero
de retangulos em branco necessdrios para isso?

Solugao. A figura a seguir mostra que é possivel nao usa
nenhum retangulo branco.

O

Exercicio 5. Quantas sequéncias de 15 algarismos iguais
a 0 ou iguais a 1 existem .de modo que nao existam dois
algarismos iguais a 0 consecutivos?

Solugao. Vamos primeiro tentar resolver o problema
quando o numero de algarismos na sequéncia for pequeno.
Chamamos o nimero de algarismos na sequéncia de com-
primento da sequéncia. Por exemplo, 0 e 1 sao as unicas
sequéncias de comprimento 1. Existem duas delas e am-
bas satisfazem a condicao do problema. As sequéncias de
comprimento 2 que satisfazem a condicao do problema sao
01,10 e 11, e ha trés delas.

Vamos analisar como pode ser construida uma sequéncia
de comprimento n sem algarismos iguais a 0 adjacentes. Se
a ultima posicao na sequéncia tem um algarismo igual a 1,
entao, nas n — 1 posigoes anteriores, pode haver qualquer
sequéncia sem algarismos iguais a 0 adjacentes. Se a tltima
posicao na sequéncia tem um algarismo igual a 0 , entao

tem que haver um algarismo igual a 1 na posicao anterior
e pode haver qualquer sequéncia sem algarismos iguais a 0
adjacentes nas n — 2 posicoes anteriores. Portanto, qual-
quer sequéncia de comprimento n sem algarismos iguais a
0 adjacentes resulta da inclusao de um algarismo igual a 1
no final de uma sequéncia de comprimento n — 1'sem alga-
rismos iguais a 0 adjacentes ou da inclusao de 10 no final
de uma sequéncia algarismos iguais a 0 adjacentes ou da
inclusao de 10 no final d comprimento n—2 sem algarismos
iguais a 0 adjacentes de comprimento n — 2 sem algarismos
iguais a 0 adjacentes. Agora podemos, sistematicamente,
encontrar o numero de sequéncias sem Agora podemos,
sistematicamente, encontrar o nimero de cadelas sendo o
numero de tais sequéncias de comprimento menor: Por
exemplo, para n = 3, existem 2 + 3 = 5 sequéncias de
comprimento trés. A razao disso é que podemos incluir 10
ao final das duas‘sequéncias de comprimento 1 , obtendo
010 e 110 , e podemos incluir 1 ao final das trés sequéncias
de comprimento 2 , obtendo 011 ; 101 e 111. Analoga-
mente, hd 3 + 5 = 8 dessas sequéncias com comprimento
4 , e assim por diante.- A sequéncia resultante, onde cada
nimero depois do segundo é a soma dos dois nimeros pre-
cedentes, é conhecida como uma sequéncia de Fibonacci.
Para este problema, a sequéncia é 2,3,5,8,13,... e vocé
pode estendé-la para encontrar a resposta para sequéncias
de comprimento 15:

2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233,377,610, 987, 1597
Portanto, ha 1597 dessas sequéncias. O

Exercicio 6. Um tridngulo equildtero pode ser coberto por
outros dois trigngulos equildteros menores?

Solugao. A resposta é nao. O segmento mais longo que
pode ser coberto por um tridngulo equildtero nao pode ser
maior do que o lado do tridangulo. Temos um triangulo
equildtero grande e dois menores. Um dos dois menores
nao pode cobrir dois vértices do maior. Portanto, dois
triangulos menores podem cobrir, no maximo, dois vértices
do maior, de modo que um vértice permanecerd desco-

berto. 0

3 Problemas Extras

Exercicio 7. Em um grupo de 50 cientistas sabe-se que
cada um deles conhece pelo menos 25 outros cientistas.
Prove que podemos colocar quatro deles ao redor de uma
mesa de forma que cada cientista esteja sentado ao lado
de dois amigos

Solucao. Considere dois cientistas que nao se conhecem.
Denote-os por P e (). Dentre as 48 pessoas restantes, pelo
menos 25 sao amigos de P e pelo menos 25 sao amigos
de @. Isso significa que P e () possuem pelo menos dois
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amigos em comum. Sejam A e B esses dois amigos em
comum. Note que P, A, Q e B podem ser colocados ao
redor de um circulo (nessa ordem) de modo a cumprir com
as condigoes do problema.

Se nao existirem duas pessoas P e ) que nao se conhe-
cem, entao todos sao amigos entre si. Nesse caso, quaisquer
quatro pessoas irao cumprir as condigoes solicitadas pelo
enunciado. O

Exercicio 8. A figura abairo representa as ligacdes ro-
dovidrias entre 14 cidades. FExiste um caminho passando
por cada cidade exatamente uma vez?

Solugao. Pinte os pontos de preto ou branco de modo que
pontos da mesma cor ndo estejam conectados. Uma forma
de se fazer isso é a seguinte:

(@

Se existisse um caminho que passa por/cada cidade exata-
mente uma tUnica vez, o numero de pontos pretos e bran-
cos deveria ter sua diferenga (em termos absolutos) de no
méaximo uma unidade. Porém, temos 6 pontos brancos e 8
pretos. Logo, é impossivel que tal caminho exista.

O

Exercicio 9. (Rissia 1997) Os nimeros de 1 a 37 sdo es-
critos em uma reta de modo que todo niumero divide a soma
dos anteriores. Se o primeiro numero € 37 e o sequndo €
1, qual o terceiro nimero?

Solugao. Sejam z e y o terceiro e o dltimo nimero da
sequeéncia, respectivamente. De acordo com a propriedade,
devemos ter que y | S — y, onde S é a soma de todos os
numero da sequéncia. Por outro, todos estes niimeros sao,
em alguma ordem, os nimeros de 1 a 37 cuja a soma ¢
S=14+2+---+4+37=37-19. Assim, y | 37-19. Como,
y # 37 e y # 1, pois estes correspondem aos dois primeiros
termos, resta y = 19. Assim, sabendo que x | 374+ 1 = 38,
e que x # y, o terceiro termo deve ser 2. O

Exercicio 10. (Torneio das Cidades 1991) Mostre que o
produto

(21917 T 1)(21917 + 2)(21917 + 3) L. (21991 _ 1)
ndao pode ser um quadrado perfeito.

Solucgao. Veja que no produto 1-2-3---2'217 h4 um total
del+2+448---4 21916 = 21917 _ 1 fatores 2. 'E que no
produto 1-2-3---2991 h4 um total de 1 +2+4+8--- +
21990 — 91991 _ 1 fatores 2. Logo, no produto (2117 +
1) (21917 4 2)(21917 4-3) ... (21991 — 1) hg 21991~ 1 -1991 ~
(21917 — 1) fatores 2. Como esta quantidade é fmpar, o
numero que estamos analisando nao pode ser um quadrado
perfeito. O

Exercicio 11. Em um certo sistema de criptografia de
texto, cada letra € substituida por um simbolo diferentes.
Sabe que as quatro sequéncias de simbolos a sequir

AOK

correspondem o codificag@o, por esse sistema, das pala-
vras “CAL”, "ECO”, “LAR” e “REU”, nao necessaria-
mente nessa ordem. Ouseja, ndo sabe-se inicialmente qual
sequéncia. corresponde a qual palavra.

Com base nessas informacoes, decodifique a sequéncia
de simbolos a seguir:

omd AN A®A

(N ®AQEDAAOKX

Observando as posi¢cbes em que cada letra aparece nas
palavras “CAL”,“ECO”, “LAR” e “REU”, notamos que a
letra A é a unica que se repete duas vezes na posicao do
meio, o que sé ocorre com o simbolo ®. Sabendo disso,
também notamos que a letra L é a tinica que se repete a
direita e & esquerda de A, o que sé ocorre com o simbolo
A. Portanto, sabendo que A = ® e que L = A\, descobri-
mos que C' = B e R = A decodificando as palavras “CAL”
e “LAR”. Usando essas duas tltimas informacoes, decodi-
ficamos “ECO” e “REU” para obter £ = (), O = O e
U=~KX.

Portanto, a expressao

OE® A EOAAOX
é decodificada para

OCARACORREU

4 Sugestoes aos Professores

Ao professor que deseja criar um circulo matematico em
sua escola, recomendamos, além do livro [I], os livros [3] 2].
Nestes, o professor podera encontrar problemas separados
em conjuntos que tratam sobre o mesmo tema.
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E importante que o professor entenda que a dinamica
de um encontro em um circulo matemético é diferente da-
quela que comumente encontra-se nas aulas ordinarias da
escola. Em primeiro lugar, deve-se dar um tempo maior
para que os alunos pensem em suas proprias solugoes para
os exercicios. Além disso, os alunos devem ser convidados
a exporem suas ideias (mesmo que parcialmente incomple-
tas ou inconsistente) aos colegas. A ideia é transformar
a solucao de um problema em um debate construtivo em
que mais de uma pessoa possa colaborar para que a turma
encontre uma solucao adequada.

Observe que muitas das situagoes apresentadas nessa
lista possuem diversas solucoes ou podem ser modificados
para gerar novas formas de exploragao das ideias utiliza-
das na solucao. Recomendamos que os professores utilizem
essa estratégia para manter a turma motivada ao longo da
aula.
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