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Nas duas tltimas aulas deste mddulo, caracterizaremos os
inteiros positivos n para os quais existe uma raiz primitiva
modulo n. Mais precisamente, mostraremos que se n > 1 é
um inteiro, entao existe raiz primitiva médulo n se, e somente
se, n = 2,4,p" ou 2p*, em que p é um primo fmpar. Além
disso, apresentaremos, como aplicagdo, uma generalizacao do
Teorema de Wilson. Antes, porém, necessitamos de alguns
resultados preliminares.

Iniciamos esta aula lembrando que se a # 0 e n > 1 sdo

inteiros relativamente primos, entao a ordem de a, médulo
n, é o menor inteiro k > 1 tal que ¢ = 1(modn); em
particular, a é uma raiz primitiva médulo n quando ord,(a) =
¢(n). No encerramento da aula anterior, provamos-a seguinte
proposicao.
Proposicao 1. Sejam a # 0 e n > 1 inteiros relativamente
primos. Se ord, (a) = d, entdo os inteiros 1, a, a?, ..., a®!
sdo dois a dois incongruentes, modulon. Em particular, se
a € uma raiz primitiva médulo.n, entio {1,a,a>,...,a?™ =1}
é um sistema reduzido de residuos, modulo n.

A partir de agora, passamos & apresentar uma sequéncia
de resultados importantes, os quais serdo utilizados para
provar o resultado central deste material. Como corolario de
um desses resultados, reobteremos o Teorema de Wilson, que
foi provado de modo diferente na aula anterior.

Proposicdo 2. Sejam n, k e a inteiros, tais quen > 1, k >0
e mde (n,a) = 1. Entdo,

ord, (a) = mdc (ord, (a),k) - ord, (a”).
Em particular,
ord,(a) = ord, (a*) <= mdc (ord,(a),k) = 1.

3

Prova. Sejam p = ord,,(a), ¢ = ord, (ak) e d = mdc (p,k).
Devemos mostrar que p = dq. De fato, ¢ = ord, (ak) o)
menor elemento do conjunto

A={meZm>0e (a*)" =1 (modn)}.
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Mas veja que m € A se, e somente se, m é inteiro positivo e

o™k = (ak)m =1 (modn) <> ord,(a) = p | mk
<= mk = 0 (mod p)

A dltima equivaléncia foi possivel porque d = mdc (pik) =

mdc (5,%) = 1. Portanto,

A:{m€Z|m>OemEO(mod£)}

d
— ,]271371
= s s e (-

Dai, segue que o menor elemento de A-é igual a &. Por outro
lado, como ¢ também ¢é o menor elemento de A, temos ¢ = &,
ou seja, p = dgq. O

Proposicao 3. Seja n > 1 inteiro. Se a é uma raiz primi-
tiva médulo n, entdao. qualquer raiz primitiva moédulo n é
congruente a um dos elementos do conjunto

{a*| 1< K< () e mde (¢(n).k) = 1},

Em particular, hd exatamente ¢ (¢p(n)) raizes primitivas mddu-
lo n-

Prova. Seja a uma raiz primitiva modulo n, de sorte que
mdc (a;n) = 1 e ord,,(a) = ¢(n). Pela proposi¢iol[l] temos que
{1,a,...,a®™~1} é um sistema reduzido de residuos médulo
n, logo (uma vez que mdec (a,n) = 1), {a,a?,...,a®™} também
é um sistema reduzido de residuos médulo n. Portanto, qual-
quer raiz primitiva médulo n deve ser congruente a alguma
poténcia a¥, com k € {1,2,...,n}.
Por outro lado, pela proposicao [2, temos que

ord, (a*) = ord,(a) = ¢(n) <= mdec (¢(n).k) = 1.
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Assim, a* serd raiz primitiva se, e s6 se, mdc (¢(n),k) = 1.
Dai, concluimos que qualquer raiz primitiva médulo n é

congruente a um dos elementos do conjunto
{a*]1 < k < 6(n) e mde ($(n).k) = 1}.
Para o que falta, note que a quantidade de elementos
do conjunto {a*|1 < k < ¢(n) e mdc (¢(n),k) = 1} é igual
a quantidade de elementos do conjunto {k € Z|1 < k <

¢(n) e mde (¢(n),k) = 1}, mas essa dltima quantidade é
precisamente ¢(p(n)). O

Proposicao 4. Se n é um inteiro positivo, entdo

> o(d) =n.

0<d|n
Prova. Seja D,, o conjunto dos divisores positivos de n. Para
cada d € D,,, considere o conjunto

Ag={m € Z|1 <m <nemdc(m,n)=d}.

Veja que, se m é um inteiro tal'que 1 < m < ned =
mdc (m,n), entdo m € Ay. Logo,

U da={12,...,n}.

deD,,

Ademais, a unido acima é disjunta, uma vez que, fixado um
inteiro 1 < m < ny0 ntmero mdc (m,n) assume um Unico
valor. Desse modo,

> n(Ag) =n({12,...n}) =n, (1)

deD,

em que n (Ag) é a quantidade de elementos de Ag.
Para calcular n(A,4) quando d é um divisor comum de m e
n, note que mdc (m,n) = d se, e somente se, mdc (%,%) =1

Assim,
mn
Ag={meZ|1<m<ne mde (E’E) =1}

n n
{k:eZ|1_k:_demdc(k,d) 1,
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de onde concluimos que

n(da) =0 (%) ©)

Para finalizar, note que a funcao f : D,, — D,, definida
por f(d) = %5 é uma bijecdo (quando d varia de 1 a n,
percorrendo os divisores positivos de n, entao 7 varia de n a

1, mas também percorre todos os divisores positivos de n).

Logo,
> o= o(%) (3)

deDy, deD,,

Entao, segue de , e que
> od =Y o(5)= Y nlda) =

deD, deD,, deDn
O

Teorema 5 (Lagrange). Sejam p primo e f(x) = cpz™ +
Ch1Z™ N 4+ .+ iz 4 co um polinomio com coeficientes
inteiros tal que p 1 c,. Entdo, a congruéncia f(z) = 0 (mod p)
possui, no mdximo,n solucdes duas a duas incongruentes
maodulo p.

Prova. Faremos indugao sobre n.

Para n = 1, o resultado é verdadeiro, pois, como vimos
em aulas anteriores, a congruéncia linear c;x = —c¢g (mod p)
possui exatamente uma solucao moédulo p, uma vez que
mdc (¢1,p) =1 | ¢o.

Vamos admitir que que o resultado seja verdadeiro para
todo polinémio de grau n — 1 e supor, por contradi¢do, que
exista f(r) = ¢, 2" + cp_12" "1 + ... + c17 + o, polindmio
com coeficientes inteiros tal que p 1 ¢, e f(x) = 0(modp)
possui ao menos n + 1 solugdes duas a duas incongruentes
moédulo p

Sendo zq, x1, ..., T, tais solugdes, considere o polinémio
g(z) = f(z) — f(x0), que também tem grau n. Escrevendo

. i1, -2 -2 j—1
¥ —x) = (v —x) (xj + 27 Pro 4.zl ad )
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para j € {2,...,n}, obtemos

g(z) = f(z) — f(zo)
= (cngc” tep 12" M4 o+ Co)

-1
— (cnxg +ep1xy A+ .+ amo + co)

=cp (a" —x) + Cnot (z’%l — xg_l)

+...4+c(z—x)
— (& — 20) h(2),

em que h(z) é um polinémio de grau n — 1 que tem ¢, como
coeficiente de "~ 1. Mas veja que, para todo j € {1,2,....n},
temos

(zj —wo) h(x;) = g(z;) = f(2;) = f(zo) =0 (modp)

e, como as solugoes xg, x1, ..., T,-s80 duas a duas incon-
gruentes médulo p, temos que mdc (p,z; — ) = 1, donde
concluimos que h(z;) = 0(modp), Vj € {1,2,...,n}. Isso é
uma contradi¢do, pois estamos admitindo o resultado verda-
deiro para n — 1. O

Teorema 6. Sejam p primo e f(z) = cpx™ +cp12" L+ +
c1x 4+ cg um polindomio de grau n com coeficientes inteiros. Se
a congruéncia f(x) =0 (modp) tiver mais do que n solugdes,
entdo todos os coeficientes de f sao divisiveis por p.

Prova. Suponhamos que algum coeficiente de f(z) nao seja
divisivel por p. Seja j o maior elemento de

{keZl0<k<neptfc}

Entao p | ¢ para j < k < n e, assim, se x é solugdo de
f(x) = 0 (mod p), entdao x é solugao de

cjx? + i1+ ..+ e1z + o = 0 (mod p).

Desse modo, a tltima congruéncia acima tem mais do que n
solucdes. Por outro lado, como p 1 ¢;, o Teorema de Lagrange
garante que a quantidade de solugbes dessa congruéncia é no
maximo j < n, o que é uma contradicdo. Portanto, todos os
coeficientes de f(x) sdo divisiveis por p. O
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Teorema 7. Se p € primo, entdo p divide todos os coeficientes
do polinomio

f@)y=(@-1(z—-2)...(x—p+1)—aP 1 +1.

Prova. Podemos escrever f(z) = g(x)—h(x), em que g(x) =
(x—1)(x—=2)...(x—p+1) e h(z) = 2P~ — 1. Perceba que
f(z) tem grau p — 2.

Agora, veja que os numeros inteiros 1,2,...,p — 1 séo
solugoes de g(z) = 0(mod p), pois sdo raizes de g(z). Por
outro lado, como cada um dos nimeros 1,2,... . p— 1 é re-

lativamente primo com p, o Pequeno Teorema. de Fermat
garante que cada um desses ntimeros também é solucao de
h(z) = 2?71 —1 = 0 (mod p). Logo, cada um desses p — 1
numeros, que sao dois a dois incongruentes moédulo p, é
solugdo de f(z) = g(x) — h(z) = 0 (mod p). Pelo teorema [6]
concluimos que os coeficientes de-f(x) sao todos divisiveis
por p. O

Corolario 8. Se p é primo, entdo
(p— 1!'= —1 (mod p).

Prova. Se p = 2, isso é imediato. Se p > 2, basta notar que
o termo independente de « no polindémio f(x) do teorema
éigual a (p — 1)+ 1 (pois (—1)P~1 = 1). O

Teorema 9. Sejam p um primo impar e d um divisor positivo
de p—1. Entdo, existem exatamente ¢(d) inteiros pertencentes
ao conjunto {1,2,...,p—1}, cujas ordens mddulo p sdo iguais
a d._Em particular, hd exatamente ¢(p — 1) raizes primitivas
mdédulo p, duas a duas incongruentes modulo p.

Prova. Como na demonstracao da proposicao EL D, de-
nota o conjunto dos divisores positivos de p — 1.
Para cada d € D,_1, seja

Ag={meZ|1<m<p-1e ord,(m)=d}.

Veja que, pelo Teorema de Fermat, mP~! = 1 (mod p), Vm €
{1,2,...,p—1}, logo, ordy(m) | (p—1),Vm e {1,2,... p—1}.
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Desse modo, se m € {1,2,...,p — 1}, entdo m € A4, em que
d = ord,(m) | (p — 1). Portanto, podemos escrever

U 4Aa={12...p-1},

deDy,_q

0 que acarreta

Z n(Ad):n({172,...7p—1}):p—1,

deEDy_1

pois a unido na igualdade de conjuntos acima é disjunta. Por
outro lado, utilizando a proposicao [}, obtemos

S s =p-1= 3 n(ds). (4)

deD, 1 d€Dpyq

Agora, suponha que Ay seja nao vazio e tome a € Ay.
Pela proposicio |1} obtemos que 1,a;. .. ,a% ! sdo dois a dois
incongruentes médulo p, logo (uma vez que mdc (a,p) = 1),
a,a?,...,a’ também sio dois a dois incongruentes médulo p.
0] teorema I 5| garante que ¢ = 1 (mod p) possui, no maximo,
d solugoes incongruentes médulo p. Além disso, cada um
dos d inteiros a,a?, ...,a? é solucdo dessa congruéncia, pois
d? = 1(modp). Dai, a,a?,...,a% sio todas as solugdes da

congruéncia z%'= 1 (mod p). Assim cada elemento de Ay é
congruente a alguma poténcia a®, k € {1,2,...,d}. Mas a
proposi¢do 2| nos diz que ord, (a ( ) = ordp(a) se, e somente
se; mdc (d,k) = 1. Assim, cada elemento de A, é congruente
a um; e somente um, elemento do conjunto {ak|1 < k<
d e mdc (d,k) = 1}, donde concluimos que n (A4) = ¢(d).

Portanto, para cada d € D,_1, temos n(44) = 0 (se
Ag = 0) oun(Aq) = ¢(d) (se Ay # (). Entdo, segue de
que n (Aq) = ¢(d) para todo d € Dy,_;. O
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Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas trés sessoes de 50min
para expor o conteudo deste material. Antes de iniciar a
aula, recomendamos uma breve revisao sobre os conceitos
de ordem e raiz primitiva moédulo n. Também é interessante
relembrar os resultados apresentados na aula anterior e que
serao utilizados para provar resultados apresentados nesta
aula.

Sugestoes de Leitura Complementar

1 A. C. Muniz Neto. Tdpicos de Matemdtica Elementar,
Volume 5: Teoria dos Numeros, terceira edi¢do. Rio de
Janeiro, SBM, 2022.

2. J. P. O. Santos Introduc¢do d Teoria dos Nimeros. IMPA,
2000.

http://matematica.obmep.org.br/ P.8
matematica@obmep.org.br



