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Neste material, vamos deduzir formulas que permitem
calcular o seno, o cosseno e a tangente da soma e da diferenca
de nimeros reais quaisquer a e b, desde que sejam conhecidos
os valores dessas funcgoes trigonométricas em a e b.

Cosseno da soma de dois ntimeros reais

Sejam a e b ntimeros reais e P, Q) e R os pontos do circulo
trigonométrico associados aos arcos de medidas a, —b e a + b,
respectivamente. Considere, também, o ponto A = (1,0).

Inicialmente, suporemos que a e b sdo positivos e que
a+ b < 27w. Veja a figura abaixo.

/N /N
Veja que os arcos PQ (que contém A) e AR (que contém
P) tém medidas iguais (a a + b), logo, o mesmo ocorre com
as cordas PQ e AR. Por outro lado, as coordenadas dos
pontos P, @ e R sao dadas por P = (cosa,sena), Q =
(cos(—b),sen(—b)) = (cosb, —senb) e R = (cos(a+b),sen(a+
b)). Desse modo, gracas a férmula para a distancia entre dois
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pontos,

PQ° = AR’ = (cosa — cosb)® + (sen a + sen b)?
= (cos(a +b) — 1) + (sen?(a 4 b) — 0)?

2a — 2cosacosb + cos?b + sen? a

= cos
+ 2senasenb + sen’ b = cos®(a + b)
—2cos(a + b) + 1+ sen’(a + b)

= cos?a + sen” a + cos®b + sen? b
4 2senasenb — 2cosacosb = cos?(a+ b)
+sen®(a +b) — 2cos(a+ b)+ 1

=1+ 1+ 2senasenb— 2cosacosb
=1-—2cos(a+b)+1

= 2+ 2(senasenb — cosa cosb)
=2 —2cos(a+ b)

= cos(a + b) =cosacosb — sen asen b.

Assim, deduzimos a férmula para o cosseno da soma de a e b
quando a e b sao positivos e a+b < 27:

cos(a +b) = cosacosb —senasen b. (1)

Observe, no entanto, que o argumento acima continua
valido quando a,b >0 e a+b > 2m. Realmente, sendo a+b =

¢+ 2km,com 0< c< 2w ek €Z4,oarco AR, percorrido a
partir de A no sentido anti-horario, terd comprimento a + b —

2km = c¢. Da mesma forma, o arco PQ, percorrido a partir de
P no sentido hordrio, terd comprimento a — (—b) — 2kmw = c.
Assim, as cordas AR e PQ ainda serao iguais, de forma que
a deducao de pode ser feita exatamente como acima.

Os casos em que a < 0 < b (oua >0>b)eab<0
decorrem do fato de que senz = sen(x + 2kw) e cosz =
cos(x + 2km). Por exemplo, se a > 0 > b e k € Z+ for tal que
b+ 2km > 0, entao (aplicada a arcos de comprimentos a

http://matematica.obmep.org.br/ P.2
matematica@obmep.org.br



e b+ 2km) da

cos(a + b) = cos(a + b+ 2km)
= cosacos(b + 2km) — sen asen(b + 2km)

= cosacosb — senasenb.

Cosseno da diferenca de dois niimeros reais

Utilizando a férmula e o fato de que cos(—z) = cosz e
sen(—z) = —senz, qualquer que seja x real, obtemos uma
outra féormula, agora para o cosseno da diferenca de a e b:

cos(a — b) = cos(a + (=b))
= cosacos(—b) — sen asen(—b)
= cosacosb — sena(— senb)
= cosacosb+senasenb,

ou seja,
cos(a — b) = cosacosb + sen asen b. (2)

Exemplo 1. Calcule:
(a) cosT75°.
(b) cos15°.

Solucao. Recordemos que sen 30° = % = c0s60°, cos 30° =

@ = sen 60° e sen 45° = ? = cos 45°. Utilizando a férmula

, obtemos

cos 75° = cos(30° + 45°)
= cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45°

2 2 2 2

IR

T4 4

_6-2

= 1 )
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Agora, utilizando a férmula (2)), obtemos

cos 15° = cos(60° — 45°)
c0s 60° cos 45° + sen 60° sen 45°

V2L V3 V2
2

+

22

el
R

+
+
4

Seno da soma de dois niimeros reais
Para calcular o seno da soma de dois ntimeros reais a € b,

iniciamos utilizando a férmula para calcular

™ Us s
COS 5—1‘ :COS§'COS$+SGH§'SGH1‘

=0-cosx+1-senzx

=senc,

obtendo, assim, a importante identidade

senx = cos (g - J‘) . (3)

Agora, utilizando-a em conjungdo com a férmula , obtemos
™
sen(a + b) = cos (5 —(a+ b))

ws((5-0)

T T
cos (5 fa) cos b + sen (5 fa) -senb

=senacosb + cosasenb,

isto é,
sen(a + b) = senacosb + senbcosa. (4)
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Note que, também a partir de , podemos calcular

enlg ) -om (5 - (5 )

de sorte que
sen (f - a) = cosa. (5)

Seno da diferenca de dois ntimeros reais

Recorrendo uma vez mais as identidades cos(—z) = cosx e
sen(—xz) = —senz e utilizando a férmula ([4), deduziremos,
agora, uma féormula para o seno da diferenca de dois ntimeros
reais. Com efeito, temos

sen(a — b) = sen(a + (—b))
= senacos(—b) +sen(—b) cosa
=senacosb+ (—senb)cosa

=senacosb—senbcosa,
ou seja,
sen(a—b) = senacosb — sen b cos a. (6)
Exemplo 2. Calcule:
(a) sen105°.
(b) sen15°.
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Solugéo. Utilizando a férmula (), obtemos
sen 105° = cos(60° + 45°)
= sen 60° cos 45° + sen 45° cos 60°
_ V3 V2 V2l
2 2
_|_
_ V62
—

Alternativamente, poderfamos ter percebido que 105° =
180° — 75°, de sorte que @ da

H&w\
ST
S

sen 105° = sen(180° — 75°)
= sen 180° cos 75° —sen 75° cos 180°
=0-cos75° —sen75°(=1)
V6412
4

Utilizando a férmula @, obtemos

=sen75° =

sen 15° = sen(60° — 45°)
= sen 60° cos 45° — sen 45° cos 60°

L W3 V2 V2l

O

Observacao 3. O argumento utilizado para a segunda es-
tratégia de cdlculo de sen 105° mostra, mais geralmente, que

sen(180° —z) =senx e cos(180° — ) = —cosz.
Verifique!
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Observacdo 4. Poderiamos ter obtido os valores de sen 105°
e de sen15° utilizando a identidade senx = cos (3 — z). De
fato, temos que

sen 105° = cos (90° — 105°)
= cos(—15°)
= cos 15°

_V6+v2
4

sen 15° = cos (90° — 15°)
= cos 75°

R
R —

Tangente da soma de dois niimeros reais

Para encontrar uma férmula que permita calcular a tangente
da soma de dois ntiimeros reais, utilizaremos as féormulas e
. De fato, se as tangentes de a, b e a+b estiverem definidas,
poderemos escrever

sen(a + b)
cos(a +b)
senacosb + senbcosa

tgla+b)y=

cosacosb —senasend

Agora, dividindo o numerador e o denominador dessa tltima
expressao por cosacosb (o qual é ndo nulo, uma vez que tga
e tgb estdo definidos), obtemos

sen a cos b+sen b cos a
cosacosb
tg(a+0) =
g( + cos a cos b—sen asen b
cos acosb

senacosb 4 senbcosa
cosacosb cosacosb
cosacosb _ senasenbd’
cosacosb cosacosb
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Operando os cancelamentos evidentes nas duas fracdes do
numerador e nas duas do denominador da tltima expressao

acima, chegamos finalmente a

sen a senb

tg(a + b) _ _cosa cos b

1 — sena , sen b
cosa cosb

_ tga+tgh
- 1-—tgatgh’

ou seja,

tga+tgb

(7)

Tangente da diferenca de dois ntimeros reais

Para encontrar uma férmula para a tangente da diferenca,
utilizamos a férmula ([7]) e procedemos de maneira analoga as
dedugoes das férmulas do seno e-do cossenorde uma diferenga:

R

Lembrando, agora, que

sen(=b) —senbd
tg(—b) = - — _tgbh
g(=0) cos(—b) cosb &%

temos

tga+ (—tgh)
1—tga(—tgb)
_ tga—tgbh
 1+tgatgh’

tgla—0b) =

Desse modo, obtemos

tga —tgb
1+tgatgh’

Exemplo 5. Utilizando as formulas e , calcule:
(a) tg255°.

tg(a —b) =
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(b) tg15°.

Solucao. Recordemos que tg 30° = ?, tg45° = 1etg60° =
V3. Além disso, como a funcdo tangente tem periodo 7 (arco
que, por sua vez, corresponde a 180°), temos

tg 255° = tg(180° + 75°) = tg 75°.

Agora, utilizando a férmula ([7]) para a tangente da soma,
obtemos
tg 30° + tg45°
1 —tg30° tg45°
? +1 V343 V343

tg 75° = tg(30° + 45°) =

_ _ 3 _ 3
T _ VB, 1_B 3-8
I=21 1= 3

C3+V3 343 343
T3-V3 3-43 343
9+6V3+3 12+6V3
~ T 9-3 T %
=243

Por fim, utilizando a férmula para a tangente da diferenga
(8)), obtemos

y o o tg 60° — tg 45°
tg15 :tg(GO — 45 ) = W

CoVB-1 VB-1
1+v3-1 1+3
S VB-1 V3-1
V3+1 V3-1
1-2y343 4-2V3
- 3-1 2
=2-3.
O
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Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min para
expor o conteudo deste material. E fundamental que os alunos
se habituem a utilizar as férmulas para calcular as func¢oes
trigonométricas da soma e da diferenca de dois niimeros reais,
pois a familiaridade com essas férmulas serd importante para
resolver problemas mais complexos que surgirdao a frente.
Para atingir esse objetivo, sugerimos que sejam apresentados
outros exemplos, até que os alunos utilizem tais férmulas com
desenvoltura.
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