Material Teérico - Médulo de Introducao ao
Calculo - Regra da Cadeia

Teorema do Valor Médio - Parte VII
Tépicos Adicionais

Autor: Prof. Tiago Caila Ribeiro
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

19 de Marco de 2026

"7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



Nesta ultima parte da aula, resolveremos mais alguns
problemas em cujas solugoes aplicamos o TVM ou alguns de
seus variantes estudados anteriormente.

Exemplo 1. Seja f : I — R uma funcdo continua, em que
I é um intervalo (nao degenerado). Se a for interior a I, a
segunda derivada de Schwarz de f em a € definida como

L flat b+ fa—h) ~27(a)
h—0 h?

b

caso o limite exista e seja finito.

(i) Se f for de classe C?, mostre que a sequnda derivada
de Schwarz de f em a existe e coincide com- f"(a), ou
seja, prove que

L )+ fla— ) ~2[(0)
h—0 h2

=f"(a). (1)

(i) Defina f:R — R pelas regras

—x2 Se X
ﬂw={ ser sl

22, sex >0

Prove que a seqgunda derivada de Schwarz de f na ori-
gem existe e € nula;, muito embora f nao seja duas vezes
derivdvel ma origem.

Prova. Aplicando a férmula de Taylor com resto de Lagrange
a f em a, com n = 2, obtemos

f"(cn)
2

Fla—h) = fla) - fayp+ T2

para h # 0, em que ¢, (resp. dj) é um ponto do intervalo
aberto de extremos a € a + h (resp. a € a — h). Somando
membro a membro as igualdades acima, obtemos

f(a+h)+f(a—h):2f(a)+w

fla+h) = f(a) + f'(a)h + h?

h2

http://matematica.obmep.org.br/ P.1
matematica@obmep.org.br



de sorte que

fla+h)+ fla—h)—2f(a)  f"(cn) + f"(dn) )
h2 - 2 '

Como c¢p,d, — a quando h — 0, a hipdtese de continui-

dade de f” garante que f”(cx), f”(dp) i f"(a). Portanto,

fazendo h — 0 em (2)), segue ().
Quanto ao item (ii), o fato da funcdo f em questdo ser
fmpar assegura que

f(h) + f(=h)=2f(0)=0-2-0=0,

para todo real h. Dai, a segunda derivada de Schwarz de f na
origem é nula. Por outro lado, conforme discutido no exemplo
7 da aula Propriedades - Parte II, do médulo Derivada como
Funcdo, as segundas derivadas laterais de f na origem existem
mas sdo distintas, de modo que f nao é duas vezes derivavel
na origem. O

Exemplo 2 (IMC - 1998). Seja f: R — R uma fungio duas
vezes derivdvel tal que f(0) = 2, f/(0) = =2 e f(1) = 1.
Mostre que existe um.ndmero real ¢ € (0,1) satisfazendo

Fle)f!(e) + f"(c) = 0. (3)

Prova. Seja ¢ : R — R a fungdo de regra g(z) = f(z)? +
2f'(z). O fato de f ser duas vezes derivavel garante que g é
derivavel, com

g'(x) =2(f(x)f'(x) + f"(2)), (4)

para cada x € R.

Agora, observe g(0) = 22 + 2. (—2) = 0; portanto, se mos-
trarmos que g(xo) = 0 para algum z € (0,1), o teorema de
Rolle (aplicado a gl 4,]) garantira a existéncia de c € (0, 2¢)
tal que ¢'(¢) = 0. Dad, fazendo z = ¢ em , obteremos
(3). Portanto, para concluir a solugao basta justificarmos a
seguinte
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Afirmag8o. Existe ¢ € (0,1) tal que g(zg) = 0.

De fato, comecemos analisando o caso em que f(t) <
0 para algum ¢t € (0,1). Se assim for, as desigualdades
f(0) > 0> f(t) e f(t) <0< f(1), juntamente com o TVI,
garantem a existéncia de pontos u € (0,t), v € (¢,1) tais que
f(u) = f(v) = 0. Desse modo, existem

a =max{z € (0,t]| f(z) =0}

f =min{z € [t,1)| f(z) = 0},

de sorte que fl(q,5) < 0.
Agora, para = € («, ), temos

@)~ f() _ f@)

r—« r—

< 0;

portanto, fazendo z — o™, segue que f'(a) < 0. De forma
similar, prova-se que f'(8) > 0, de onde se conclui que g(a) =
f(a)? +2f'(a) <0 e, analogamente, 0 < g(3). Entdo, uma
outra aplicagdo do TVI garante a existéncia de zy € [a, ]
(logo, z¢ € (0,1)) satisfazendo g(xg) = 0.

Para terminar, devemos considerar o caso em que f(z) > 0
para todo = € [0,1].

Se f admitir algum zero a € (0, 1), entdo a serd um ponto
de minimo local para f, de forma que f’(a) = 0 e, portanto,
g(a)= f(a)? +2f'(a) = 0; dai, bastara pormos zg = a.

Por outro lado, se f > 0 em [0,1] mas f ndo admitir
zeros nesse intervalo, entdo f > 0 em [0, 1]. Entdo, a fungao
h : [0,1] — R, definida por h(z) = = — 42+, é derivavel

)’
e tal que A/(z) = 1+ 2]32;)? Como h(0) = =1 = h(1), o
teorema de Rolle dd g € (0,1) tal que A/(zg) = 0, isto é,
f(w0)? +2f'(z0) = 0. Mas isso é o mesmo que g(xg) =0. O

Exemplo 3. Seja f : R — R uma funcdo duas vezes derivdvel,
com f' e " crescentes, e a < b dois nimeros reais fizrados.
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(i) Mostre que, para cada x > 0, existe um Unico ndmero
real £(x) satisfazendo a relag¢do

fb+2) = fla—z)

7eay = L0

(5)

(i) Prove que a fungdo & : (0,400) — R € crescente.

Solugao. De inicio, para z > 0, o TVM aplicado a restrigao
de f ao intervalo [a — x, b+ x] assegura a existéncia de ¢, € R
tal que

fo+z)—fla—z) _ flb+z) - fla=z)

fea) = (b+x)—(a—x) b—a+2x

Para ver que ¢, é o Unico real com essa propriedade,
observe que f’ é injetiva, pois é crescente. Entao, se a relagao
acima valer para um certo ¢ (i.e., se a“igualdade obtida
substituindo-se ¢, por ¢ ainda for verdadeira), conclui-se de
f'(c) = f'(cz) que ¢ = ¢,

Portanto, para cada z > 0 existe um unico c, € R satisfa-
zendo , mostrando que a regra @ — &(z) := ¢, define uma
fungao £ : (0,4+00) — R nas condicoes prescritas.

Para mostrarmos que £ é crescente, sejam ¢ : (0, +00) —
R a funcao definida por

fo+2)— fa—7)

w(z) = b—a+2x

Como ¢ /="f" o€ e f’' é crescente, se mostrarmos que ¢ &
crescente entao ¢ também serd crescente. Realmente, sendo
© crescente, seguird que

0<z<y= o) <o) = fEx) < fEWy)
= &(x) < &(y),
uma vez que f’ é crescente.

Como ¢ é derivavel, para provar que ela é crescente é
suficiente provar que ¢'(x) > 0 para todo x > 0, isto é, que

(b —a+ 2x)?
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em que ¥ : (0,400) — R é a funcdo definida por
U(z) = (f'(b+2)+f (a—2))(b—a+22)=2(f (b+z) - f(a—1)).

Assim, ¢’(z) > 0 equivale a 1(x) > 0.
Para o que falta, note que as hipdteses sobre f garantem
que ¥ também é derivavel, com

V(@) = (f"(b+2)— f'(a—2))(b—a+2z)
+2(f' (b +x) + flla—=) = 2(f (b+2) + f/(a—2))
=(f"(b+z)— f"(a—2))(b—a+22);
como f” é crescente e b+ x > a — x para todo x> 0.(j& que
b > a), temos f"(b+x)— f"(a—x) >0eb—a+2x > 0 para
x > 0, logo, ¢'(z) > 0. Entéo, ¢ é crescente € a proxima
afirmacdao demonstrara sua positividade.

Afi go. li t) > 0.
irmagio t_l}r(r)lwa( ) >

Antes de justificarmos a afirmagédo, observe que ela real-
mente implica 1 > 0, pois, sendo v crescente, vale ¥(x) >
lim; o+ 9(t) > 0, para cada x > 0.

Para o que falta, note inicialmente que

Jm o) = (f1(0) +f'(a) (b — a) = 2(f(b) = f(a)),

o que sugere estudarmos a funcéo g : [a,+00) — R definida
por

g9(t) = (f'(t) + f'(a))(t — a) — 2(f(t) — f(a)).
Note que g é derivavel, com
g'(t) = f")(t — a) + f(t) = 2f'(t) + f'(a)
= ")t —a) = (f'(t) = f'(a)).
Para t > a, o TVM aplicado a restricao de f’ ao intervalo

[a,t] fornece ¢ € (a,t) tal que f/'(t) — f'(a) = (t — a)f"(c),
logo,
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uma vez que a < ¢ < t e f” é crescente. Portanto, g é
crescente, de sorte que t > a = ¢(t) > g(a) = 0. Desse modo,
lim 1 (t) = g(b) > 0.

t—0t+

O

Para o préximo exemplo, dados = # y € I e uma fungéo
f I — R, seja my, a inclinagdo da reta secante ao gréafico
de f passando pelos pontos (z, f(z)), (v, f(y)), isto é,

y—x
Como observamos na aula Propriedades - Parte I1I, no
médulo Derivada como Fungdo, se x < z < 'y forem pontos de
I, a inclinag¢do mg, ¢ uma média ponderada das inclinacoes
Mgz € My
Mgy = (1 — )My, + 1My,
Yy—=z

com t = == ¢ (0,1). Em particular, m,, ¢ um ponto do
intervalo fyechado de extremos My, € m.y.

Exemplo 4 (Miklés Schweitzer - 1975). Sejam a <b <c <d
nidmeros reais e f : [a,d] — R uma fun¢do continua, derivdvel
em (a,d). Mostre que existem pontos r € (a,c),s € (b,d) tais
que

fle) = fla)= f'(r)(c —a), f(d)— f(b)= f'(s)(d—b), (6)
comr <.

Prova. Nas notagoes acima, precisamos encontrar r € (a, ¢),
s € (byd) tais que mge = f'(r), mpa = f'(s), com r < s. A
ideia do argumento reside na seguinte

Observagio. Se x < z < y forem pontos de [a,d] e « € (x, 2),
B € (z,y) forem tais que my, = f'(a), m., = f'(f), existird
v € [o, f] satisfazendo mg, = f'(y). Além disso, se for
Mz 7 My, teremos v € (o, B).

Com efeito, os comentarios anteriores ao exemplo mostram
que my, é um ponto do intervalo de extremos f'(a) e f'(5).
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De acordo com o teorema de Darboux, f’ goza da propriedade
. o o

do valor intermedidrio, de sorte que mgy, = f’(y) para algum
7 € [a, ]

Por fim, se v ndo pertencer ao interior de [«, 3], temos

_ !/ _ ! _ —_ ! — / —

Mgy = f'(v)=1f (a) = Mgz OU Mgy = f (7) =f (ﬁ) = Myzy,
conforme seja v = a ou v = . Mas my,, sendo uma
média ponderada dos ntimeros m,, m., com pesos posi-
tivos, s6 pode coincidir com um desses niimeros se ocorrer de
My» = My, encerrando a justificativa da observagao.

Em se tratando da solugao do exemplo, o TVM fornece
u € (a,b), v € (byc) e w € (¢,d) tais que mqp = f'(u),
mpe = f'(v) e meg = f'(w). Pela observagdo, existem p €
[u,v], q € [v,w] satisfazendo mq. = f'(p), mpa = f'(q).

Se qualquer uma das desigualdades p < w ou v < ¢ for
estrita, teremos p < ¢, p € (a,¢), ¢ € (b,d)-e a solucdo estard
encerrada com r := p, s := q. Caso contrario, valerd p = v =
q e a (contrapositiva da) 2% parte da observagio garantird que

f'(u) = f'(v) = f/(w). Assim, mge = f'(u) e mpa = f'(w), o

que implica @ se tomarmos r :=u, s := w. O
Exemplo 5 (OBMU - 2018, 22 Fase). Seja f : (0,4+00) —
(0, +00) uma funcgdo suave e tal que:

(@) f®)(z) >0, para_todos = > 0, k € N;

(14) m € N= f(m) e N.
Prove que f(n) > 2"~ para todo inteiro positivo n.

Prova. Como f(1) é um inteiro positivo, temos f(1) = 1+no,
sendo ng um inteiro nao negativo. Portanto,

FO4+1)=2"+ng, 0< ng € Z

Mais geralmente, temos a seguinte

Afirmag8o. Existe uma sequéncia (n;);>o de inteiros ndo
negativos tais que

flk+1)= 2’“+§k: <k>n (7)

" 2
=0
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para todo inteiro k > 0.

Por 6bvio, a justificativa dessa afirmagao encerrara a
solugao.

Observe que a férmula acima, para k = 0, se resume a
definicdo do termo ng. No que segue, construiremos os demais
termos da sequéncia (n;) indutivamente.

Seja k > 1 e suponhamos que 0 < ng,n1,...,nk—1 € Z ja
tenham sido definidos de forma a validar as relagoes

For+1) zzwéo (;’)nj (8)

para cada 0 < r < k. Nossa meta é garantir a existéncia de
um inteiro ng > 0 tal que seja satisfeita.

Pelo teorema do valor médio para diferencas finitas [T}
aplicado a f coma=h=1en =k, existec € (1,k+ 1) tal
que

k
S ()= e o)
i=0
Pelas hipdteses (i) e (ii) do enunciado, o segundo membro da
relacdo acima € positivo, enquanto o primeiro é um nimero
inteiro. Logo, f(c) >1 e ny := f*)(c) — 1 é um inteiro
nao negativo. No que segue, mostraremos que esse valor de
ny assegura a validade da igualdade desejada, @

De fato, observando que a primeira parcela no somatorio
em () (relativaa i =0) é f(k+ 1), vem que

k

f+1) ==Y (-1) (’Z?)f(l + (k=) + 1+ .

=1

Dai, fazendo r := k — i e mantendo a hipétese de indugao

LConfira o Teorema 4 da parte VI dessa aula.
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em mente, obtemos

Ffle+1) = <k>fr+1 F 14

r

_ (’;) (T ) 14 g

= k\ [r
— (—1)F" (r> (j)nj + 1+ ng.
=0 j=0

Agora, a férmula do binémio de Newton d&

e
> ( )2"(—1)’“’ =2-1kF=1,
7
r=0
logo,
k—1 r r
f(k+1)=2F— ZZ ()()n,—i—nk
r=0 j=0 J
Observando que

Z2 ()0 -£E ()0

J T

) o
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k—1k—1
flk+1)=2F—
Jj=0r=j




Mas, de acordo com o lema [6] abaixo, temos
k
k
> (P)(7) o
r=j T J
de onde segue imediatamente que
>0 ()6) =)
e )\ i)

Substituindo essa informacao em , conclui-se que

=l
flk+1)=2" —1—2 (j)nj + np
=0

"

i=o ™
encerrando a justificativa da afirmacao. O
Lema 6. Se j < k forem inteiros positivos, entdo

k
k

> (F)(7) o
r=3 " J
Prova. E imediato verificar, a partir da definicdo de niimero

binomial, que (f) (;) = (fj:ﬁ) (’;) para j < r < k. Operando

essa substituicdo, juntamente com a mudanca de variavel
i1 =1 — J obtemos

Y () () -2 () ()

r=j r=j
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Dicas para o Professor

Em relagao ao item (i) do exemplo |1} vale dizer que basta
supor f duas vezes derivavel em a a fim de concluir que a
segunda derivada de Schwarz de f em a (existe e) coincide
com f”(a). O argumento segue as mesmas linhas daquele
apresentado no texto, utilizando a férmula de Taylor com
resto infinitesimal E] em vez da férmula de Taylor com resto
de Lagrange.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. T. Andreescu. et al. Problems in Real Analysis: Ad-
vanced Calculus in the Real Axis. New York: Springer,
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Perish, 2008.

2Vide [2], Teorema 1 do capitulo 20.
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