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1 Introducao

Em uma folha de papel EL desenhe de forma arbitraria, sem
tirar a caneta do papel, o grafico de uma funcao, a qual
denotaremos por f. Entao, se I é o dominio dessa funcao EL
o seguinte fato ocorre: fixado um ponto a € I, as imagens
f(z) tornam-se tao préximas de f(a) quanto se queira, desde
que x € I esteja suficientemente préximo de a.

Figura 1: desenhando o grafico de uma funcdo continua
definida num intervalo.

Esse fato, que remonta a ideia de limite, expressa a nogao
de continuidade, o.tema desse modulo.

Nesta aula, reservamos a 22 se¢ao as defini¢Ges pertinentes,
enquanto uma variedade de exemplos serd apresentada na
se¢do 3. Na4? secdo, encerraremos com algumas propriedades
das fungdes continuas.

2 Continuidade em um ponto

Em referéncia & introducéo, é razoavel traduzir matematica-
mente a instrugdo “sem tirar a caneta do papel”, aplicada ao

LA folha se identifica a uma porcdo do plano cartesiano, cujos eixos
sao induzidos por dois lados consecutivos da folha.
2] é a projecdo do gréafico de f no eixo das abscissas.
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desenho do gréfico da fungdo f, como lim,,, f(z) = f(a),
para todo a € I. Desse modo, segue uma importante
Definicdo 1. Seja f uma fungdo real cujo dominio I é uma
reuntao de intervalos E| Diremos que f é continua no ponto
a € I se o limite de f em a existir e

lim f(x) = f(a). (1)

r—a

Se ocorrer de f ser continua em cada ponto a do seu dominio,
diremos apenas que f € continua.

Por outro lado, se f nao é continua no ponto a, diz-se que
f é descontinua em a (veja a duas préximas figuras):

fla) s T

Figura 2: a fungdo \f é descontinua no ponto a, ja que o limite
de f em a nao existe.

No sentido positivo, funcoes constantes e fungoes afins
sdo continuas de dominio R (vide exemplo para uma
generalizagao). Por outro lado, a regra

x/|z|, se x #0
flx) =
0,sex=0
define uma funcao de dominio R, descontinua no ponto a = 0.
Basta ver que lim,_.q- /|z| = =1 # 1 = lim,_,o+ z/|z|, de
onde se conclui que o limite de f no ponto 0 nao existe.

3Para evitar que a hipétese seja vazia, admitiremos tacitamente que
tais intervalos sdo ndo degenerados.

http://matematica.obmep.org.br/ P.2
matematica@obmep.org.br



:
a

Figura 3: a funcdo f é descontinua em a, pois, embora o
limite de f em a exista, o valor desse limite diferede f(a).

3 Exemplos

Suponha que a seja um ponto no dominio de uma funcgao
f tal que os limites laterais de f em a, que facam sentido,
existam. Entéo, o seguinte detalhamento da defini¢éo
serd tutil: f é continua no ponto a se, e 86 se,

lim f(z) = f(a) e lm f(z)= f(a), (2)

r—a r—ra

em que a primeira (resp. segunda) igualdade deve ser omitida
caso o limite & esquerda (resp. & direita) de f em a néo faga
sentido. De fato, as relacoes em equivalem a existéncia
de lim,_,, f(x) e avalidade da igualdade .

Exemplo 2. Verifique a continuidade das funcdes abairo nos
pontos indicados.

22 +1, sex <2
a) f(z)= ’ ~ T a=2
(a) Fig) {11—3m,sex>2
8[1 —
—[ CO2S(:L'/2)]7 sex <0
x
(b) glx) = L sex=0; q=0.
2?2+
—,sex >0
VT4 1/4—1/2
Solugao. No item (a), temos
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1im$_>2— f(])) = hmz—)Q* (.2?2 + 1) = 5 = f(2)7
enquanto
lim, o+ f(x) = lim, 4o+ (11 — 32) =5 = f(2),

igualdades que garantem a continuidade de f no ponto 2.
Para o item (b), precisaremos de alguns artificios para con-
tornar a indeterminacao 0/0. Recordando que lim;_,o 1= CO” =

1/2, a substituicdo t = x/2 da

1-— 2
lim g(z) = lim w
z—0~ z—0~ T
~ lim 8(1 — cost)
t—0— (2t)2
~ 9 lim 1 — cost
t—0- t2

=1=yg(0).
Por outro lado, a relacao
(ETTA- 12T FTA+1/2) = =,
vélida para x > —1/4, mostra que

lim g(e) = B~ C 7
1im = m —F
x—>0+g x—0T1 1/1;—|—1/4—1/2

C oy A x+ 1/4+1/2)

z—0t

= hm (x+1) \/x—|—1 J4+1/2)
:129(0)-

Portanto, g também é continua no ponto 0. O

Exemplo 3. Mostre que as fungdes a sequir sdo descontinuas
nos pontos indicados.

sen x
,sex #0
@ =1 = 7
0, sex=0
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r—2, sex <1
a=1.

() g(x) =

T )
2x+1’8€x>1

Solucao. No primeiro item, levando em conta o limite trigo-
nométrico fundamental, temos

limg, o f(2) = lim, 0 5% = 1 # 0 = f(0),

de sorte que a = 0 é um ponto de descontinuidade de f.
Quanto ao segundo item, muito embora tenhamos

lim, ;- g(.’l?) = lim, ;- (7 — 2) =-1= g(1>a
ocorre que

NG

de onde se vé que o limite de g no ponto 1 nao existe. Logo,
g também é descontinua em a = 1. O

Observacao 4. Uma funcgdo f : I — R é descontinua no
ponto a € I precisamente quando uma das condigoes abairo
se verifica:

(i) L =lim,_,, f(x) existe, mas difere de f(a).
(#4) O limite de f'no ponto a ndo existe.

No 19 caso, dizemos que a € um ponto de descontinui-
dade removivel da funcao f. A razao da nomenclatura estd
no fato de que, redefinindo o valor de f no ponto a de modo a
ter f(a) =L, a (nova) fungio [ é continua no ponto a (pois
removemos a descontinuidade presente na fungdo inicial).
Por exemplo, a = 0 € um ponto de descontinuidade removivel
da funcdo f do ezemplo[3

Ja no 2° caso, a € um ponto de descontinuidade es-
sencial. Realmente, a inexisténcia do limite de f em a
persiste, seja qual for o valor que se atribua a f(a). Assim €
que a =1 € um ponto de descontinuidade essencial da funcdo
g do exemplo[3

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



Observacao 5. Em alguns problemas, pede-se para discutir se
uma determinada fun¢do f € continua num ponto a, sendo que
apenas a regra da funcdo € dada. Nesses casos, entendendo
que o dominio Dy da fungdo f € o maior subconjunto de R
para o qual a regra faz sentido, o primeiro ponto a se verificar
¢ a pertinéncia a € Dy.

O préximo exemplo ilustra a situagdo comentada na ultima
observacgao acima.

Exemplo 6. Analise a continuidade da func¢do f, definida

pela regra f(x) = Va2 — 4z + 3, nos pontos —1 e 2.

Solugao. Aqui, o dominio Dy consiste dos ndmeros reais
x satisfazendo 22 — 4z + 3 = (z — 1)(z — 3) > 0, de forma
que Dy = (—00,1] U [3, + 00). Isso ja nos mostra que ndo ha
sentido em verificar a continuidade da fungao f no ponto 2,
uma vez que 2 € Dy.

Por outro lado, —1 € Dy e podemos levar a verificacdo da
continuidade de f em —1 adiante. Precisaremos do seguinte
fato: se g é uma fungdo nao negativa e existe lim,_,, g(x),
entao

lim v/g(z) = ,/lim g(x).

Tr—a r—a

Esse resultado segue tanto da proposicao 6 da aula Aplicacées
das Leis do modulo. Leis do Limite - Parte 1, quanto da
combinagao do exemplo [TI] com o teorema [20] a seguir.

Desse modo, tomando g(z) = 22 — 4z + 3,2 € Dy, vem
que

: — L A/ 2

=,/ lim (22 — 42+ 3)

z——1

= \/gz f(_]-)v

o que prova a continuidade de f no ponto —1 (na verdade,
substituindo —1 por um ponto a € D¢ qualquer, o argumento
anterior mostra que f : Dy — R é continua). O
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Exemplo 7. Se f : R — R ¢ uma funcdo continua e tal que
(x —1)(f(x)? — 3) < (2® — bz + 4) para cada nimero real
x> 1, caleule f(1).

Solucdo. Uma vez que 22 —5x+4 = (z—1)(z—4)exz—1> 0
se x > 1, a desigualdade (z — 1)(f(2)? — 3) < (22 — bz + 4)
equivale, para x > 1, & desigualdade f(x)? —3 < z — 4, ou,
ainda,

f)<z—1

(para cada x > 1). Fazendo  — 1~ na desigualdade anterior,
obtemos f(1)? = lim,_,;- f(x)? <lim,_,,- (v — 1) = 0, pela
permanéncia do sinal, de onde segue que f(1)= 0. O

Os proximos dois exemplos seguem das proposigoes 2 e
4 da aula Aplicagoes das Leis do médulo' Leis do Limite -
Parte 1.

Exemplo 8. Funcoes polinomiais sdo-continuas.
Exemplo 9. Funcoes racionais sdo continuas.

Observe que, no enunciado do dltimo exemplo acima,
estd implicito o fato. de que o dominio maximal de uma
func¢ao racional nao contém os niimeros reais que anulam o
polinémio de seu denominador; assim, nao faz sentido analisar
a continuidade da fungdo racional nesses pontos.

Pelo teorema 14 da aula Limites Laterais do médulo Leis
do Limite - Parte 2, temos o

Exemplo 10. Funcoes exponenciais sao continuas.
Para o proximo exemplo, precisaremos da desigualdade

Vo — vyl < Ve —yl, (3)

valida para quaisquer niimeros reais nao negativos x,y. Para
justificé-la, ndo hé perda de generalidade em supor > y. A
partir dai,
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Ve -Vl <]z —yle V- y<Va—y
& Wiy <vi-y
St-2/zy+y<g-y
SVIY >y ay > y°
ST 2>y,

de onde se vé que a primeira desigualdade é verdadeira.
Exemplo 11. A funcdo raiz quadrada é continua.

Solugao. Fixado um ntimero real a > 0, precisamos provar

que
lim vz = V. (4)

Tr—a

Ora, dado ¢ > 0, tomamos § = £? para ter, para = > 0,
0<l|z—al<d=|Ve=val <z —al <Vs=c¢,

em que a desigualdade foi utilizada com y = a. Pela
definicao de limite, a relacao segue. O

Dada uma fungao f : I — R e pontos a < b tais que
[a,b] C I, a expressdo W chama-se taza de variacdo
média de f de.a até b. (Quando f(t) é a posigdo de uma certa
particula no instante ¢, essa taxa fornece a velocidade média
da particula entre os instantes a e b. Veja a aula Velocidade
Instantdnea do médulo Limites - Parte 1).

Por exemplo, fungoes afins tém taxa de variacdo média
constante, enquanto a fungdo quadritica f(z) = x? tem taxa
de variacao média de a até b igual a a + b, uma vez que

f) = fla) _b*—a®  (b—aJ(b+a)

b e b_a bz 0t

A préxima proposicdo explica nosso interesse nessa nogao.
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Proposicdo 12. Se f: I — R é uma fungdo cujas taxas de
variagcdo média formam um conjunto lz'mitadoﬂ entdo f é
continua.

Prova. Digamos que, para quaisquer pontos a # = no dominio

I, tenhamos
f(z) = f(a)

xr—a

<K,

para uma certa constante real K. A desigualdade anterior
pode ser reescrita como

() = fla)] < K|z — al, (5)

para quaisquer a,x € I. Logo, fixando o ponto a, a igual-
dade lim,_,, K|z — a| = 0, juntamente com o teorema do
confronto, garantem que lim,_,, |f(z) — f(a)| = 0, ou me-
lhor, lim,_,, f(z) = f(a). Pela arbitrariedade do ponto a,
concluimos que f é continua. O

Observacao 13. FEvidentemente, dizer que as taxas de va-
ria¢do média de uma funcao f : I — R formam um conjunto
limitado equivale a supor a existéncia de uma constante K
tornando verdadeira a. desigualdade (b)), quaisquer que sejam
0s pontos a,x € I.

Por exemplo, a fungdo modular satisfaz com K = 1.
De fato, pela (22 forma da) desigualdade triangular, temos
[|z| — |a|| <]z — al, para quaisquer ntimeros reais a,x. Por-
tanto, pela proposicao @ segue o

Exemplo 14. A func¢do modular é continua.
Exemplo 15. As funcdes sen e cos sdo continuas.

Solucgao. Provaremos que as fungdes sen e cos também sa-
tisfazem a condicao , com K = 1. Assim, mais uma vez, a
continuidade dessas funcoes seguird da proposicao Apre-
sentaremos o argumento para a fungio seno, deixando para o
leitor a tarefa de adapta-lo para a funcao cosseno.

4Funcdes com essa propriedade costumam ser chamadas Lipschitzia-
nas.
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Na aula O Teorema do Sanduiche do moédulo Leis do
Limite - Parte 1, as relagdes obtidas na demonstracdo do
teorema 2 permitem escrever a seguinte desigualdade

|sen 6| < 6], (6)

para cada numero real §. Pelas férmulas trigonométricas da
transformacao da soma/diferenga em produto, temos

| ‘ 9 T+ a T —a
senx — sena| = 2| cos sen
2 2
sen
2

T —a
2

= |x—a|,

<

[\

<2

para quaisquer a,z € R. Observe que a-desigualdade |cos| < 1
foi utilizada na 22 linha do célculo acima, ao passo que, na
3% linha, utilizamos a relagdo (6)) com 6 = (z — a)/2. Dessa
forma, a demonstracao esté encerrada. O

Observacao 16. De um ponto de vista geométrico, a quan-
tidade W também pode ser interpretada como a in-
clinagcao da reta secante ao grafico de f e passando pelos

pontos (a,f(a)) e (b,f(b)).

4 -~ Operando com fungoes continuas

Das regras aritméticas para limites, segue o

Teorema 17. A soma, a diferenca, o produto e o quociente
(onde estiver definido) de funcdes continuas ainda sio fungées
continuas.

Corolario 18. As demais funcgdes trigonométricas, tg, cotg, sec
e cossec, também sdo continuas.

Observacdo 19. Vale uma versao do teorema[I7 com “conti-
nuas” substituida por “continuas no ponto a”’.
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Grosso modo, a continuidade de uma funcao f no ponto a

)

se expressa pela comutatividade dos simbolos “f” e “lim,_,,”:
lim, ., f(z) = f(lim,—, ). Mais geralmente, temos o
Teorema 20. Se a composi¢io fog estd definida, lin%) g(z)=a
r—r
)

e f é continua no ponto a, entdo lim, . f(g(x)) = f(a).
Resumidamente, vale

limyp f(g(2)) = f(limz—p g(2)),
desde que f seja continua em a = lim,_ g(x).

Prova. HComo lim,_,, f(y) = f(a), dada uma estimativa
de erro € > 0, existe um ntmero positivo 7 satisfazendo

ly —al <n=1[f(y) — fla)| <& (7)

sendo y um ponto no dominio de f.-O leitor atento deve ter
notado a auséncia da condigdo “0 <|y— a|” na implica¢do
acima, o que permite a igualdade y = a. A questao é que,
agora, f estd definida no ponto ae y=a = |f(y) — f(a)| =
0 < ¢ (i.e., para y = a, a implicacao ¢é trivialmente
verdadeira).

Por outro lado, a existéncia do limite lm g(x) = a garante

x

a existéncia de & >_0 com a seguinte propriedade: se x é um
ponto no dominio da funcéo g, entao

0<|z—bl<d=lg(x)—al <n. (8)

Assim, as férmulas e garantem que, para cada T no
dominio da fungao f o g, tem-se

0<fz—bl <d=I[flg(x)) - fla)] <e,
o que demonstra a igualdade lim,_; f(g(x)) = f(a). O

Corolario 21. A composta de funcées continuas ainda € uma
funcdo continua.

5Compare com a demonstracio da mudanca de varidvel no limite
na aula Teorema do Sanduiche do médulo Leis do Limite - Parte 2.

http://matematica.obmep.org.br/ P.11
matematica@obmep.org.br



Prova. De fato, seja b um ponto no dominio da funcao
composta f o g, em que f e g sdo continuas. Como g é
continua em b, temos lim, ,; g(z) = ¢g(b). Pelo teorema
anterior e pela continuidade da fungdo f no ponto a = g(b),
vem que

lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = f(g(b))-

z—b

Assim, fica estabelecida a continuidade da funcdo composta
fog. O

Os resultados desta se¢do permitem construir muitos ou-

tros exemplos de fungoes continuas. Como ilustracdo, a funcao

3¥cosT +x

f, dada por f(z) = ———
2—senz

pelo teorema ao passo que a fungdo.g(z) = 612, zeR,é
continua pelo coroldrio [21] (justifique essas afirmagoes).

para todo @ € R, é continua

Observacao 22. O conceito de continuidade é local: se duas
funcgées f e g coincidem numa vizinhanca do ponto a, entdo f
€ continua em a se, e SO se, g € continua em a. Em particular,
as fungoes apresentadas no exemplo[q sao continuas.

Do teorema da permanéncia do sinal para limites, segue a

Proposicdo 23. Se f, g : 1 — R sdo continuas no ponto a € I,
entdo a desigualdade f(a) < g(a) implica f(z) < g(z), para
todo x € I suficientemente préoximo de a.

Exemplo 24. Se f : [c,d] = R é uma fun¢do continua e k
pertence a imagem de f, mostre que o conjunto solucdo da
equacao f(x) = k possui uma menor e uma maior solugdo.

Prova. Ora, o conjunto S = {z € [¢,d]| f(x) = k} é limitado
e nao vazio por hipdtese. Logo, os teoremas 7 e 9 da aula
anterior garantem a existéncia de @ = inf S e § = supS.
Além disso, pelas definicées de infimo e supremo, é imediato
que a,f € [¢,d]. Se provarmos que 3 € S (resp. a € 5),
seguird que § (resp. a) é o maior (resp. o menor) elemento
de S.
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AFIRMAQAO: existem elementos de S arbitrariamente proxi-
mos de f.

Pois, dado € > 0 qualquer, o fato de  — € néo ser cota
superior de S nos permite escrever f—e < v < 3, para algum
~v € S. Dai, |8 —~| < ¢, o que demonstra a afirmagao.

Agora, se fosse f(8) < k (resp. f(B8) > k), terfamos,
pela proposi¢ao flx) < k (resp. f(x) > k), para todo
x € [¢,d] suficientemente préximo de 3, digamos, |z — | < €.
Por outro lado, tomando v € [c,d] como na afirmagdo e tal
que |y — B| < €, chegamos a contradicdo k =-f(y) < k
(resp. k = f(v) > k). Assim, em qualquer caso s6 pode ser
f(B) =k, o0quedd B €8S, ouseja, § =max¥.

De forma analoga prova-se que o = min S O

Aplicaremos o resultado anterior.ao estudo.-das funcoes
periédicas. Lembre-se (veja a aula Funcdo Par, fmpar e
Periédica do médulo Fungdes - Parte 2) de que uma fungao
f R — R é dita peridédica /quando existe um nimero nao
nulo T tal que f(x +T) = f(x), para cada ntimero real z.
Nesse caso, dizemos que 1" é um periodo de f. Além disso,
se T for o menor periodo positivo de f, diremos que T é o
periodo da funcao f.

Por exemplo, as fun¢des trigonométricas sen e cos sao
periédicas, sendo 27w o periodo delas. Mais ainda, para qual-
quer numero inteiro k, o nimero 2km também é um periodo
dessas funcoes.

Todavia, uma funcao periddica ndao constante pode nao
admitir um menor periodo positivo. Por exemplo, a funcao
g : R — R definida por g(x) = 1 se = é racional e g(x) = 0
caso & seja irracional EL Além de g ser descontinua em cada
ponto da reta (exercicio!), é facil ver que qualquer ntimero
racional é um periodo para g. No sentido positivo, temos o
seguinte

Teorema 25. Seja f : R — R uma funcdo continua e
periddica. Se f ndo for constante, entdo f admite um menor

64 & conhecida na literatura como func¢do de Dirichlet.
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periodo positivo Ty. Além disso, qualquer outro periodo T de
f deve ser um maltiplo inteiro de Tpy, ou seja, vale T = nTy,
para algum niumero inteiro n.

Antes de iniciar a demonstrac¢do, observe os seguintes
fatos a respeito dos periodos de uma funcdo peridédica f
(justificativas ao encargo do leitor):

(a) A soma/diferenca de perfodos de f ainda é um periodo

de f.

(b) Se T é um periodo de f e n é um nimero inteiro, entao
nT também é um periodo de f.

Prova do teorema [25] Sejam 7' > 0 um periodo de f e
a € (0,T) um ponto satisfazendo f(a) # f(T) (lembre-se de
que f ndo é constante). Pelo exemplo anterior, a equagao
f(z) = f(a) admite uma menor solu¢do s no intervalo [0,77].
Sendo f(0) = f(T) # f(a) = f(s), vé-se que s é positivo.

Agora fixamos um niimero natural n de modo que T'/n < s
e consideramos os n intervalos I; = (0,7/n],Is = (T/n,2T/n],
Is = (2T/n,3T/n), ..., I, = (n—1)T/n,T]. Obviamente, tais
intervalos particionam o intervalo (0,77].

AFIRMACAO: h&, no méximo, n periodos da func¢do f no
intervalo (0,77].

Com efeito, em cada um dos intervalos I ndo ha mais
que um periodo da fungdo. Caso contrario, teriamos periodos
T, < Ty pertencentes a algum I, de sorte que 77 := Ty, — T}
seria um periodo de f no intervalo (0,s), pois 0 < To — T} <
T/n< s. Mas, ai, a equagdo f(z) = f(a) admitiria uma
solugdo s’ no intervalo (0,7”) C (0,s), contradizendo a mini-
malidade da solucgéo s.

Verificada a afirmacao, se Ty é o menor periodo de f no
intervalo (0,7, é evidente que Ty é o menor perfodo positivo
da funcao f.

Para demonstrar a 2% parte, tomamos um periodo qual-
quer T de f e consideramos a “divisao com resto” de T" por
Ty. Mais precisamente, escrevemos 1" = nly + r, em que n
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é um inteiro e 0 < r < T ﬂ Se tivéssemos r > 0, entao r,
sendo a diferenga dos periodos T' e nTy, seria um periodo
positivo da fung¢ao f, menor que o periodo positivo minimo
Ty, o que é um absurdo. Portanto, r =0 e T = nTj, como
queriamos. O

Utilizaremos o teorema anterior em nosso ultimo

Exemplo 26. Determine todas as fungdes continuas f: R —
R tais que
fla) = fle+1) = flz+V2), (9)

para cada x € R.

Prova. Por um lado, é evidente que as func¢oes constantes
sdo solugoes da equagao funcional acima.. Por outro, se
alguma func¢do continua e ndo constante f fosse solugdo de
@, entdo, notando que 1 e v/2 sdo periodos de f, valeria
1 = nTy e v/2 = mTy, para certos inteiros m,n, sendo Ty o
periodo de f. Mas, dai, terfamos v/2 = m/n, contradizendo

a irracionalidade de v/2.
Dessa forma, as fungGes constantes sdo as Unicas solugoes

de @ O

Dicas para o Professor

A atividade proposta na introdugao nos apresenta, de
forma intuitiva, uma caracteristica fundamental das fungoes
continuas (cujos dominios sdo intervalos): seus grdficos nao
possuem saltos (por isso deve-se manter a caneta no papel
durante o tragado).

De um ponto de vista fisico, o desenho (vide figura [1))
representa a trajetéria “continua” de uma particula, sendo
cada posi¢ao o “limite” das posi¢oes anteriores e posteriores
dessa particula. Tal condi¢do compoe a definicdo de funcao
continua por meio da igualdade . Além disso, a curva
desenhada tem, necessariamente, comprimento finito.

"Basta tomar n como a parte inteira de T/Ty e por v := T — nTp.
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Por outro lado, muito embora aquela instrugdo da in-
troducao nos faga produzir graficos de fungées continuas, ha
muitas fungoes f : [a,b] — R continuas cujos graficos somos
incapazes de esbogar. Por exemplo, a fungdo f : [0,1/10] — R
definida por f(z) = zsen(1/z), se 0 < = < 1/10, f(0) = 0.
Apesar de f ser continua (verifique!), pode-se mostrar que
seu grafico tem comprimento infinito! Veja a figura a seguir.

)= { zsin(1/z). se 0<z<1/10

ﬂ 0, se r=0

I

Figura 4: uma fungdo continua cujo comprimento do grafico
¢ infinito.

Segundo o principio-da continuidade de Leibniz EL a natu-
reza ndo dd saltos: natura non facit saltus. Pode-se interpre-
tar essa maxima como: a mudan¢a de um estado para outro,
num certo intervalo de tempo, implica na passagem de cada
estado intermedidrio.

Esse aspecto da continuidade, quando traduzido em lin-
guagem matematica, pode ser lido da seguinte forma: se
uma funcdo continua definida num intervalo assume dois
valores, ela também deve assumir cada valor intermedidrio.
Trataremos desse importante resultado, chamado teorema do
valor intermedidrio, e de algumas de suas aplicagbes em nossa
préxima aula.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.

8Leibniz e Newton sdo considerados os “criadores” do Célculo.
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