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Apresentaremos alguns exemplos relacionados ao conteiddo
de monotonicidade e valores extremos de funcdes.

Recorde que, dados uma funcdo f : I — R e pontos
distintos x,y € I, o sinal da razao

fly) = f(x)

Ry(z,y) == o

controla a monotonicidade de f. Por exemplo, f é crescente
se, e 86 se, Ry(x,y) é positiva para quaisquer x # y em I.
Confira a 12 se¢ao da parte 1 deste material.

1 Exemplos

Exemplo 1. Encontre os valores de a € R para os quais a
fungdo f: R — R, dada por f(x) = 23+ ax, é crescente.

Solugao. Mostraremos que a funcao f é crescente se, e so-
mente se, a > 0. Para tanto;-iniciaremos com o céalculo de
Ry. Dados reais = # y, temos

Rf(l‘,y) _ (yg + ay) . (xg + ax)

yfﬁﬂ
(y* = %) + (ay — ax)
y*.’ﬂ

o) tay+y) + (-2
y—x
=) +ay+y* +a)
ly—7

:x2+xy+y2+a.

Como , )
3
x2+:cy+y2:(x+g> +% (1)
e 0 22 membro dessa igualdade é positivo para x # y, segue
do célculo acima que Ry(z,y) também é positivo se a > 0.

Portanto, f é crescente se a > 0.
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Por fim, se a < 0, mostraremos que f nao é crescente
exibindo um ntimero real positivo z tal que f(z) < f(—2x).
De fato, segue da relacao que

SPEC;

— — - = 2
Ry(z, —2x) (CE 5 1 +a=32°+a.

Como a < 0, temos

2 2_ 4, _/ @ [_&
It t+ta< 0z < 3@ 3<as< 3"

Portanto, tomando, z = %\/%, por exempl obtemos
R¢(xz,—2x) <0, ou seja, f(z) < f(—2z).

O
IB

Exemplo 2. Seja f: R — R a fungdo dada por f(z) = 1.

Ezxplique, com justificativa, se f € mondtona.

Solugdo. Precisamos analisar-o sinal da razdo Rs(x,y) =

! (y) f @) para quaisquer reais distintos z e y. Temos

1 Y3 z3
Ry(@,y) :y—x<y2—|—l _562+1>
_ P+ ) -2+ 1)
(y z)(z? +1)(y* + )
) 3

_ Yty ety
(y —z)( x2+1)(y
(y —x)z*y® + (y — )(x + 2y +y°)
(y—z)(@* + 1)(y* + 1)
_ =1 (2%’ + 2" + 2y +y°)
(yp—7 (22 + 1)(y2 + 1)
22y? + 2% + 2y + o2
(2 +1)(y> + 1)

INote que = 0 d4 322 + a = a < 0; no entanto, x = 0 ndo é
uma escolha possivel, pois queremos que z seja positivo, a fim de que
tenhamos z > —2x.
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Como z2y% > 0, 2+1, y2+1 > 0 e ja sabemos que z2+zxy+y>
é positivo por , obtemos

22y? + 2?2 + 2y + ¢

@Dy

Ry(z,y) =

Sendo R¢(x,y) positiva para todos x e y distintos, con-
cluimos que f é crescente. O

Exemplo 3. Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro,
qual tem a maior drea?

Solugao. Se um retdngulo tiver base z e altura y, entdo seu
perimetro (que é igual a soma das medidas de seus lados)
valera 2x + 2y.

Fixado um niimero real positivo p, considere todos os
possiveis retangulos cujo perimetro é p, ou seja, retangulos
com base x e altura y tais que

2x + 2y =p. (2)

Cada um de tais retdngulos tem area A = zy. Da igual-
dade ({2), segue que y = & — . Substituindo essa expressao
para y naquela para a drea A, obtemos A(z) =z (g — x)7 ou
seja,

A(r) = —a% + g ST (3)

Assim, a area de cada retdngulo de perimetro p pode
ser_expressa como uma funcdo do comprimento de sua base
x; dada pela expressao (3)). Essa funcdo é quadratica, com
a=-1<0,b=2%ec=0. Logo, pela proposicao 7 da parte
1 dessa aula, A(z) admite valor maximo, dado por —%, o
qual é assumido apenas quando

b p/2 _p

2a 2(-1) 4
Observe que, nesse caso, y = & —x = & = 2. Portanto,
dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, o que tem
area maxima é o quadrado. O
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Exemplo 4 (ENQ - 2020.1). Seja f : (0,4+00) — R dada por

2b
f(z) = ax* + —5, em que a e b sao nimeros reais positivos.
x

o cae (7).

(b) Use a desigualdade das médias para provar que o valor
encontrado no item anterior € o valor minimo de f.

Solugdo. Observando que

az® + 2b

temos

Para o-item (b), utilizaremos a desigualdade entre as
médias aritmética e geométrica para trés nimeros reais posi-

tives u, v, w:
uU+v+w S8

3

Dado z > 0, sejam u = ax

uvw.

Y ev=w=>b/2% de sorte que

b
f(x):ax4+2?:u+v+w

u+v+w
=3.-— 1=
3 =

= 3Vab?,

3 uvw
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ou seja,

o)

Portanto, 3v/ab? é o valor minimo de f. O
Exemplo 5. O conjunto {1,2,...,2n} € particionado em duas
sequéncias,

ap<ax<...<ap, € by >by>...>b,.
Prove que
|a1—b1|+\a2—b2|+...—|—|an—bn|:nz. (4)

Solugao. Afirmamos que cada conjunto {a,,b,} consiste de
um nimero do intervalo [1,7] e de um ndmero do-intervalo
[n 4+ 1,2n]. De outro modo, ndo é possivel que tenhamos
ar, b, € [1,n] ou a,,b. € [n+ 1;2n]. Com efeito, basta
argumentar em relagdo ao intervalo [1;n], j& que o argumento
relativamente a [n 4 1,2n] é andlog

Se tivéssemos a,,b, < n, o fato de que (a;)1<i<n ser
crescente e (bj)1<j<n ser decrescente implicaria a;,b; < n
para quaisquer ¢ < 7. < j. Dai; haveria pelo menos r termos
a; e pelo menos n — r + 1 termos b; no intervalo [1,n]. Mas
isso é impossivel, pois esses termos totalizariam pelo menos
n + 1 nimeros naturais, enquanto hé exatamente n naturais
em [1,n].

Com a afirmacao justificada, apds substituirmos cada
moédulo |a; —b;| no primeiro membro de [4] pelo valor adequado
+(a;—b;), asparcelas positivas serdo precisamente os nimeros
naturais k tais que n + 1 < k < 2n. Portanto,

|a1—b1\+|a2—b2|+...+\an—bn|=

2n n n n
= > k=Y 1= (n+l)=>1I
=1

k=n+1 =1 1=1
n

= E n :n2.
=1

2Para um argumento alternativo, vide exemplo 2.11 da referéncia [2].
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Exemplo 6 (OCM - 1999). Seja f : N — R uma func¢do tal
que f(mn) = f(m) + f(n) sempre que m e n forem primos
entre si. Um natural m € dito um ponto de estrangulamento
de f sem<n= f(m)<f(n) em>n= f(m)> f(n). Se
f possuir infinitos pontos de estrangulamento, mostre que f
€ crescente.

Solucao. Dados naturais m < n, precisamos mostrar que
f(m) < f(n). Defina uma sequéncia (ai)ren pela regra
ar, = mnk+1. Observe que (ay) é crescente e que cada termo
dessa sequéncia é relativamente primo com os numeros m, n.
Portanto, f(arz) = f(ax) + f(z) para todo k e para cada
z € {m,n}.

Agora, considere o intervalo I = [apm,arn) e seja ko
qualquer natural maior que (m?n + m =n)/[mn(n — m)]
(por exemplo, kg = 1+ (m?n +m — n)/[mn(n —m)]). O
“mistério” na escolha de kg se resolve analisando a condigao
para que os intervalos I e Iy se entrelacem, isto é, para
que tenhamos I N I;41 # &; como (ax) é crescente, a ultima
relacdo significa que apy1m < agn. Mas

akr1m < apn <= [mn(k +1) + 1m < (mnk + 1)n

m2n+m—n

k.
mn(n —m) <
Assim, com a escolha de kg, vale
apr1m < agn, Yk > k. (5)
Afirmamos que
U Ik = [akom,Jroo). (6)

k=ko

Realmente, por um lado, como aym > ax,m para todo k > ko,
valem as inclusdes Ij, C [ag,m, +00) para tais k e, portanto,

U I, C [akom,—i—oo).
k=ko
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Por outro lado, dado um ntimero real r € [ag,m, +00), existe
um menor natural K > kg satisfazendo r < agn. (Por que?)
Se K = ko, entdo r € Ij,,. Caso seja K > ko, a definicao de
K permite obter a desigualdade ax_1n < r, o que, por ,
implica agm < r, de forma que r € Ix. Em qualquer caso,
re U ko 1k estabelecendo a segunda inclusdo,

[ak,m, +00) C U I.
k=ko

Com a afirmacéo justificada, a hipotese garante que ha
algum ponto de estrangulamente mg de f em-{ag;m, +00),
de modo que, por @, arm < mgy < apn para algum k > kg.
Portanto,

flag) + f(m) = f(axm)
< f(mo)
< flaxn) = f(ag) + f(n),

de onde segue que f(m) < f(n). O

Para o préximo resultado, considere o seguinte fato: dados
em um plano uma reta.r e pontos A, B de um mesmo lado
de r, dentre todos os pontos P € r hd um tnico ponto Py
minimizando a soma

AP + PB. (7)

Tal ponto Py € r é caracterizado pela condigdo de que a
bissetriz do angulo APyB ¢ perpendicular a reta r.

Esse enunciado é conhecido na literatura como problema
de Herdo. Para uma demonstragdo, confira o exemplo 10 e
a observacdo 11 da aula Transformacées Lineares no R? -
Parte II, no médulo Geometria das Transformacgoes Lineares
ou, ainda, o exemplo 2.32 da referéncia [3].

Para o caso particular em que o segmento AB é paralelo
a reta r, o ponto Py em questao deve ser tal que a bissetriz
relativa ao lado AB do tridngulo APy B também é altura, o
que equivale a dizer que APy B é isosceles de base AB. Com
isso, obtemos a
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Proposicdo 7. Dados um segmento AB, uma reta r paralela
a AB e um ponto genérico P € r, o valor minimo da soma @
é assumido apenas no ponto Py € r tal que APyB € isdsceles
de base AB. O

Agora, recordemos a desigualdade triangular: dados trés
pontos A, B e C no espago, vale

AC < AB + BC, (8)

com igualdade se, e s6 se, C pertence ao segmento de reta
AB. Utilizaremos essa importante desigualdade geométrica
na solucao do préximo

Exemplo 8. Dados no espaco um quadrildtero convero ABC D
e um ponto P, mostre que a soma PA4+PB+PC+PD ¢
minima quando, e apenas quando, P = O, sendo O o ponto
de encontro das diagonais de ABCD.

Solugao. Por (), temos

AC < PA+PC e BD < PB+ PD. )
Somando essas desigualdades, obtemos

AC +BD < PA+ PB+ PC + PD. (10)

A igualdade em acontece se, e s6 se, as desigualdades
em @D forem igualdades. Como sabemos, isso ocorre se, e
somente se, P pertence a ambos os segmentos AC e BD, isto
é, se, e s0 se, P for o ponto de encontro O das diagonais AC
e BD. Sendo

AC+BD=0A+0B+0C + 0D,
podemos afirmar que
OA+ OB+ 0OC+0D < PA+PB+ PC + PD,

com igualdade se, e s6 se, P = O. A solucdo estd, pois,
encerrada. O
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Exemplo 9. Seja AECFGBHD um cubo de bases AECF,
GBHD e arestas laterais AG, EB, CH e FD. Prove que
a soma das distancias dos pontos A, B, C e D ao centro O
do cubo € menor que a soma das distancias desses vértices a
qualquer outro ponto no espaco.

Solugao. Dado um ponto P no espago, diferente de O, de-
vemos provar que

AR < PA+PB+PC + PD, (11)

sendo R a distdncia comum de O aos vértices do cubo:

Seja r a reta que passa pelos pontos médios dos segmentos
AC e BD. Observe que 1 é perpendicular as retas % e
Mais ainda, fixada uma base do cubo (AECF ou GBHD),
cada ponto de r equidista dos vértices dessa base.

Dividiremos nossa analise em dois casos:

12 caso. Per.
Aplicando o exemplo anterior ao retangulo AC HG, cujo
centro é O, obtemos

4R =0A+ OC + OH + OG
< PA+ PC+ PH + PG
=PA+PC+PB+PD

22 caso. P& r.
Se P! for a projecao ortogonal de P sobre a reta r, afir-

mamos que
P'A+PC<PA+PC. (12)
Com efeito, sejam « o plano determinado pelo par de
retas (r, AC) e P"” a projecdo ortogonal de P em «. Note
que, para cada ponto Q € a, vale P”Q < PQ, com igualdade
se, e s0 se, P € a. Por um lado, é claro que a igualdade se
verifica para P € a, caso em que P” = P. Por outro lado, se
P ¢ «a, entao, com () como acima, o tridngulo QP” P deve ser
retdngulo em P” e a desigualdade estrita P”Q < PQ segue
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do fato de que a medida da hipotenusa PQ é maior que a
medida do cateto P”Q.

Como A, C € a, a discussdo do paragrafo anterior permite
escrever as relagoes

P"A < PA, P'"C < PC,

o que da

P74+ P'C < PA+ PO, (13)

valendo a desigualdade estrita caso P ¢ a. Alids, é1sso que
deve ocorrer se tivermos P’ = P’, jd que P € ae P" = P’
implicam P = P” = P’ € r, contradizendo a hipétese. Assim,
est4 estabelecida se P” = P'.

Suponha, portanto, P” # P’. Como a reta s := W
esta contida em «, o teorema das trés perpendicularesﬂ

PPA+P'C<P'A+P'C, (14)

o que acarreta (12)), por (L3)).

De forma completamente andloga, prova-se que
P'B+P'D<PB+PD. (15)

Assim, a adicdo das desigualdades e fornece

P'A+PB+PC+PD<PA+PB+PC+ PD. (16)

Pelo 12 caso-aplicado ao ponto P/, segue que

AR<P'A+PB+PC+PD
< PA+PB+ PC + PD,

encerrando o 2° caso, estabelecendo (11) e concluindo a
solugao.

Dicas para o Professor

3Vide proposigdo 7.10 da referéncia [1].
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O material dessa aula pode ser coberto em trés encontros
de 50 minutos cada.

O uso de fungdes quadraticas na busca de extremos de
funcoes, como no Exemplo pode ser explorado mais a
fundo (veja os exercicios resolvidos nas video-aulas e a secao
1.2 da referéncia [4]). Alids, o Exemplo [3| é uma versdo
de um problema geométrico famoso, chamado problema
isoperimétrico: dentre todas as curvas simples fechadas no
plano, a que delimita a regiGo com maior drea é o circulo. E|

Conexoes entre desigualdades e problemas geométricos
bastante interessantes, inclusive o problema isoperimétrico,
s@o exploradas nas sugestdes de leitura complementar [3] e
[5].

O 1ltimo exemplo é uma adaptacdo do problema 3 da
edicdo de 1966 da Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO): “Prove que a soma das distancias-dos vértices de um
tetraedro reqular ao centro de sua esfera circunscrita € menor
que a soma das distancias desses vértices a qualquer outro
ponto no espago.” A versdo original segue do exemplo [9] se
notarmos que todo tetraedro regular pode ser inscrito em um
cubo, no sentido de que os vértices do tetraedro estao entre
os vértices do cubo e nao ha trés vértices do tetraedro em
uma mesma face do cubd’

Sugestoes de Leitura Complementar

1.7A. Caminha. Geometria, segunda edigdo. Colecdo Profmat,
Editora’ SBM, Rio de Janeiro, 2022.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, volume 1:
Numeros Reais, terceira edi¢do. Colegdo do Professor de
Matematica, Editora SBM, Rio de Janeiro, 2024.

4Uma curva é dita simples quando nio tem auto intersecdes e é dita
fechada se um ponto que a percorre, deixando seu interior sempre a
esquerda, retorna eventualmente a posicao inicial.

5Mais geralmente, todo tetraedro pode ser inscrito em um tnico
paralelepipedo. Qualquer par de arestas reversas do tetraedro determina
um unico par de faces paralelas do paralelepipedo circunscrito pela
condigdo de que tais arestas sejam diagonais dessas faces.

http://matematica.obmep.org.br/ P.11
matematica@obmep.org.br



3. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, volume
2: Geometria Euclidiana Plana, terceira edi¢do. Colecao
do Professor de Matematica, Editora SBM, Rio de Janeiro,
2024.

4. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, volume 3:
Introdugdo a Anadlise, terceira edigdo. Colecdo do Professor
de Matemética, Editora SBM, Rio de Janeiro, 2022.

5. N. D. Kazarinoff, Geometric Inequalities. New Mathemati-
cal Library, Random House, 1961.

http://matematica.obmep.org.br/ P.12
matematica@obmep.org.br



	Exemplos

