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Imagine que vocé tem em maos uma folha de papel comum.
Ela é muito fina, tendo cerca de 0,1 mm de espessura. Se
vocé dobrar essa folha exatamente ao meio, ela passara a
ter duas camadas, ficando com o dobro da espessura (ou
seja, 0,2 mm). Dobrando ao meio mais uma vez, teremos 4
camadas. Mais uma vez, 8 camadas, depois 16 camadas, e
assim por diante.

Agora, imagine a seguinte situacdo: e se vocé fosse capaz
de dobrar essa mesma folha de papel pela metade 42 vezes
seguidas? Quantas camadas de papel teriamos ao terminar
as dobraduras?

Para descobrir a resposta, precisariamos multiplicar-o
namero 2 por ele mesmo 42 vezes:

Total de camadas =2-2-2-...-2.
—_—
42 fatores

Ja imaginou ter que escrever essa operacao no caderno?
Seria cansativo, ocuparia bastante espago e a chance de vocé
esquecer algum fator 2 no meio do caminho, ou errar algum
calculo, seria enorme. Em situagoes reais em Astronomia
ou Fisica as coisas ficam ainda piores, com nimeros sendo
multiplicados centenas de vezes.

Foi exatamente para. simplificar o nosso trabalho e evitar
escrever multiplicacGes com um nimero enorme de fatores que
os matematicos criaram uma nova notagao. A multiplicacdao
sucessiva dos 42 fatores 2 que representamos acima pode ser
representada sob a forma 242.

Nesta primeira parte do nosso estudo sobre potenciacao,
introduziremos o conceito de poténcia utilizando apenas ex-
poentes inteiros positivos.

De modo geral, sejam a um nimero real (chamado de
base) e n um numero inteiro positivo (chamado de expo-
ente). Definimos a poténcia a™ (16-se ”a elevado a n”) como
o produto de n fatores iguais a a:

n

a"=g-a-a-...-q.
—_———
n fatores
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Por exemplo, 3* =3-3-3-3 = 81. Nesse caso, a base é 3 e o
expoente é 4.

Observacao 1. Vocé faz ideia da espessura que essa folha
teria apds 42 dobras? Ao calcularmos o valor de 2*2, obtemos
um numero tdo grande que, ao multiplicar pela espessura
inicial de 0,1 mm, o bolo de papel alcangaria impressionantes
440 mil quilémetros de altura. Essa medida é maior do
que a distancia da Terra até a Lua!

1 Propriedades das poténcias

Muitas vezes, calcular o valor de uma poténcia diretamente é
trabalhoso ou até impossivel manualmente.  Para simplificar
expressoes, utilizamos as propriedades das peténcias. Em
vez de apenas apresentar essas regras prontas; vamos resolver
alguns exemplos simples e observar os padroes que surgem
nas operacoes.

Multiplicagao de poténcias de mesma base

Observe as seguintes multiplicacdes de poténcias de mesma
base.

23.22 =(2.2.2)-(2-2)=2-2-2-2-2=2%

52.57=(5-5)-(5-5-5-5)=5-5-5-5-5-5 =55,

Note que, no primeiro caso, o expoente final 5 é exatamente
a soma dos expoentes iniciais, 3 + 2. No segundo, o expoente
6 é a soma dos expoentes iniciais, 2 + 4. Os exemplos acima
podem ser generalizados so seguinte modo:

Ao multiplicar poténcias que possuem a mesma base,
conservamos a base e somamos os expoentes:

a™-a =amt". (1)
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Para o que faremos mais adiante, veja que a regra acima
continua valida se multiplicarmos mais de duas poténcias de
mesma base; por exemplo,

a™ - a® - af = am+n caP = a(nz+n)+p — a}m+n+p.

Divisao de poténcias de mesma base

Agora, vejamos o que acontece nas divisdes abaixo ao cance-
larmos os fatores comuns.
50 ~5-5-5-5-5-5
52 5.5
3° . 3-3-3-3-3
3 3-3-3-3
Perceba que os novos expoentes sdo iguais as diferencas entre
os expoentes de cima e de baixo(6 —2 =4 e 5—4 = 1).
Podemos generalizar essa situagao do-seguinte modo:

=5-5-5-5=5%

= 3.

Ao dividir poténcias de mesma base (com a # 0),
conservamos a base e subtraimos os expoentes:

am

e a™™" (para m > n). (2)

Poténcia de uma poténcia

O que ocorre ao elevarmos uma poténcia a um novo expoente?
Os exemplos a seguir esclarecem a situacdo; veja que, em
ambos, utilizamos a regra de somar os expoentes ao fazer o
produto de poténcias de mesma base:

(72) 72 72 72 72+2+2_732 76’
(10%)? = 10* - 10* = 10*** = 10** = 10°.

Em ambos os casos, a quantidade final de fatores multipli-
cados é o produto dos expoentes originais. Generalizando,
obtemos a propriedade a seguir.
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Ao elevar uma poténcia a um novo expoente, conser-
vamos a base e multiplicamos os expoentes:

Poténcia de uma multiplicacao

Por fim, para entender o comportamento da potenciagao de
um produto, ilustremos a situagao geral por meio de dois
exemplos:

(2-3)'=(2:3)-(2:3)-(2:3):(2-8)
:(2.2.2.2).(3.3.3.3)
=2%.3%

(5-2)* = (5 @)« (5+a) A5 x)

Repare que, em ambos os casos, ao reordenarmos os fatores,
o expoente foi distribuido para cada termo da multiplicagao.
Portanto, podemos generalizar a propriedade acima do se-
guinte modo:

A poténcia do produto de dois ou mais fatores é igual
ao produto das poténcias desses fatores:

(a-b)" =a"-b".

2 Exemplos

Muitas vezes, as propriedades da notag¢do de potenciacao
vistas acima sdo empregadas em problemas de maneira nao

http://matematica.obmep.org.br/ P.4
matematica@obmep.org.br



imediata, ou mesmo engenhosa. O objetivo dos exemplos que
reunimos nesta se¢do é dar-lhe uma idéia sobre como isso
pode ser feito.

Exemplo 2. Qual ¢ o algarismo das unidades do nidmero
629262 E do nimero 320262

Solucgao. Para analisar o algarismo das unidades de grandes
poténcias, procuramos por padrdes de repetigao (ciclos).

Para o ntimero 62°26: analisando as poténcias sucessivas
de 6, notamos um padrao claro: 6' = 6, 62 = 36, 63 = 216.
Sabendo que o algarismo das unidades de um produto depende
apenas da multiplicacdo dos algarismos das unidades de seus
fatores, e como 6 x 6 d4 como resultado um nimero terminado
em 6, concluimos que o algarismo das unidades de 62026
também é 6.

Para o ntimero , vamos listar os algarismos finais das
primeiras poténcias de 3:

32026

3! = 3 termina em 3;
32 = 9 termina em 9;
33 = 27 termina em 7;
3% = 81 termina em 1.

Nesse ponto, de 3% =3* - 3!, concluimos que, para encontrar
o algarismo das unidades de 3°, multiplicamos o algarismo
das unidades de 3* por'3, obtendo 1-3 = 3. Da mesma forma,
de 3% = 3° 3!, vemos que, para encontrar o algarismo das
unidades de 3%, multiplicamos por 3 o algarismo das unidades
de 3%, obtendo 3-3 = 9.

Continuando dessa forma, segue facilmente que os algaris-
mos das unidades das poténcias sucessivas de 3 formam uma
sequéncia ciclica 3,9, 7,1,3,4,7,1,....

Para localizar nessa sequéncia o ultimo algarismo de
note que o ultimo algarismo se repete de 4 em 4 termos, ja
que 4 é o tamanho do ciclo. Dividindo 2026 por 4, obtemos
2026 = 4 x 506 + 2. Como o resto é 2, o algarismo das
unidades de 32°?6 serd o mesmo da segunda posicdo do ciclo

2026
37,

(ou seja, de 3%). Portanto, o algarismo das unidades de 32026
é9. O
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Exemplo 3. Cualcule o valor da expressio numérica:
52026 _ 52024
52025 _ 52023
Solugao. Em somas e subtragoes envolvendo poténcias muito
grandes e proximas, uma técnica muito utilizada consiste em
colocar a menor poténcia em evidéncia.
No numerador, a menor poténcia é 52°24; por outro lado,

a regra de multiplicagdo de poténcias de mesma base nos
permite escrever 52026 como 52924 . 52; assim,

52026 _ 52024 _ p2024 52 _ (2024
— 52024 . (52 _ 1)
= 52024 .24,
No denominador, a menor poténcia é 52923, Colocando-a em
evidéncia, temos
52025 _ 52023 _ 52023 (530 1) L 52023 9y

Substituindo na fragdo original as expressoes obtidas
acima, podemos escrever

52026 _ 52024 B 52024 .24 _ 52024

52025 52023 - 52023 . 94 - 52023

Por fim, utilizando a propriedade do quociente de poténcias
de mesma base, concluimos que o ultimo quociente acima é
igual a 5202472023 — 51 — 5, O

Exemplo 4. Com quantos zeros termina o resultado da mul-
tiplicagdo 12* - 15° - 5022

Solugao. A quantidade de zeros no final de um namero
inteiro positivo depende de quantas vezes ele pode ser dividido
por 10. Como 10 = 2 -5, cada par de fatores 2 e 5 gera um
zero final.

Para contar as quantidades de fatores 2 e 5, o primeiro
passo é decompor as bases em fatores primos, utilizando as
propriedades de potenciacdo que vimos anteriormente. Assim
fazendo, obtemos:
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o 124 =(22.3)t = (2%)* .31 =2%.3%
o 155 =(3-5)% = 3% 5%
e 502 =(2-5%)2=22.(5%)2 =22.5%

Agora, substituimos essas expressoes no produto do enunciado
e juntamos as bases iguais:

124155 . 50% = (28 - 3%) - (35 . 5%) - (2% - 5%)
— (28 X 22) . (34 X 35) . (55 X 54)
=210.39.59,

Para formar fatores 10, precisamos agrupar os fatores 2
e 5. Temos disponiveis dez fatores iguais a 2 e nove fatores
iguais a 5. Como quem limita a formagao de pares é o fator
que aparece a menor quantidade de vezes; conseguiremos
formar exatamente 9 pares 2 - 5. Logo, 0 nimero termina em
9 zeros. O

Exemplo 5. Se 3100 4+ 3% + 398 = K. 3% qual é o valor de
K?

Solugdo. A ideia é colocar o termo de menor expoente, 398,
em evidéncia no lado esquerdo da equacao. Assim, obtemos

3100 | 399 | 398 _ 998 32 4 398 gl | 398

398

Colocando o em evidéncia, chegamos a

3%. (3243 +1)=3"%.(9+3+1)=3%.13.

Por fim, igualando com a expressao dada no enunciado,
ficamos com
3%.13 = K -3%;

398

entdo, cancelando o fator , concluimos que K =13. [

O préximo exemplo diz respeito a uma equacao na qual a
incégnita se encontra no expoente de uma poténcia; por essa
razao, dizemos que a equagao é exponencial.

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br



Exemplo 6. Resolva a equacdo exponencial 3 - 32% = 9% 4 54.

Solugao. Para trabalhar com equagoes que envolvem potén-
cias, uma boa estratégia consiste em procurar bases em co-
mum. Nesse sentido, observando que 9 = 32 e aplicando a
propriedade de poténcia de uma poténcia, podemos escrever
9T — (32)9: — 32w.

Substituindo 9% por 3% na equacdo, ficamos com a equacio
equivalente 3 - 32% = 32* 4 54 ou, o que é 0 mesmo,

3-3%" — 3% =54.
Agora,
3.3% —3%" =54 = 2.3% =54 — 3" =2T.
Como 27 = 32, segue que
3% = 3%,
Uma vez que as bases sdo iguais e diferentes de 1, a tnica

maneira das poténcias serem iguais é que seus expoentes
também sejam iguais. Entéo,

3
20 = : = —.
r=3 .. 5

O

Observacdo 7. Ainda em relagdo ao exemplo anterior, veja
que € realmente necessario observar que a base comum (3,
no caso) é diferente de 1, pois toda poténcia 1™ € igual a 1;
asstm, 17" =1" nao implica m = n.
3n . 12n+2

Exemplo 8. Simplifique a expressao algébrica T gn
Solugao. Inicialmente, vamos fatorar em nimeros primos
todas as bases de poténcias que ocorrem na expressdo: temos
12=2%2.3,4=2%2 ¢ 9 =32 Assim, obtemos

3n . 12n+2 = 3n. (22 . 3)n+2
— 3n . (22)n+2 . 3n+2
— 377, . 22n+4 . 3n+2

— 22n+4 . 32n+2
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4n+1 . 9n — (22)n+1 . (32)7’1
_ 22n+2 . 32n.
Substituindo as expressoes obtidas acima na fragdo do

enunciado e utilizando novamente as propriedades da poten-
ciagao, segue que

3n . 12n+2 22n+4 . 32n+2 22n+4 32n+2

4n+1 . 971 - 22n+2 . 32n = 22n+2 ’ 32n
_ 2(2n+4)—(2n+2) . 3(2n+2)—2n

:22-32:4'9:36-

Sugestoes ao Professor

Duas sessoes de 50 minutos s@o suficientes para apresentar
todo o contetido deste material. Tendo em vista que o tema,
de potenciagdo é um dos pilares de toda a algebra que vira
nos anos seguintes (como equagoes exponenciais e fungoes ex-
ponenciais no Ensino Médio), sugerimos ao professor algumas
estratégias pedagdgicas adicionais:

¢« A importancia das justificativas: é essencial nao
apenas despejar as propriedades de potenciagdo como
um conjunto de regras a decorar. O momento em que os
alunos observam que a™ - a™ = ™" faz sentido 16gico
expandindo a multiplicacao (como feito nos primeiros
exemplos) solidifica a compreensao.

o Fatoracao evidenciada em somas e subtracées:
uma confusdo constante dos alunos é tentar aplicar as
propriedades e (que valem apenas para multi-
plicagdes e divisdes) em somas de poténcias de mesma
base, bem como errar dizendo que 23 4 2% ¢é algo como
47 ou 27. Exercite pesadamente exemplos como os da
aula, que utilizam o fator comum em evidéncia.
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e Ciclo de algarismos: a andlise do algarismo das uni-
dades é um excelente ponto de partida para introduzir
nogoes de aritmética modular de maneira organica e
instigar o raciocinio investigativo dos alunos.
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