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Nesta segunda parte da aula sobre esferas, vamos apren-
der a calcular a area de certas partes de uma superficie
esférica, bem como o volume de certas partes de uma es-
fera, como calotas, zonas e setores esféricos e cunhas.

1 Partes notaveis da esfera

Nesta secao, apresentamos as defini¢oes de algumas partes
da esfera e vemos como calcular a drea da superficie des-
sas partes. Também, quando for o caso, aprenderemos a
calcular o volume de uma dessas partes.

Como vimos na parte 1 desta aula, um circulo maximo
sobre a superficie de uma esfera é a intersecao da superficie
dessa esfera com um plano que passa por seu centro. Uma
vez escolhidos dois pontos N e S tais que o segmento N.S
é um didmetro (isto é, dois pontos antipodas), o circulo
maximo obtido como intersecao da esfera com o plano per-
pendicular a NS e passando por seu ponto médio O é cha-
mado equador da esfera (relativamente aos polos N e S —
o circulo tracejado, na figura [1f).

S

Figura 1: uma cunha esférica e seu fuso correspondente.

Chamamos de cunha esférica de raio r e angulo de
abertura 0 a parte de uma esfera de raio r varrida por um
semicirculo de diametro NS, a medida que tal semicirculo
gira de um angulo 6 em torno de NS (veja, novamente, a
figura .

Pode ser mostrado que o volume de uma cunha esférica
de raio r é proporcional a seu dngulo de abertura 6 (medido
em radianos). Na linguagem de regras de trés, dizemos que
o volume Vo da cunha estd para seu angulo de abertura
assim como o volume da esfera estd para 2w. A partir dai,
e lembrando que o volume de uma esfera de raio r é igual

arrs

5—, obtemos

a

dmrS
Ve T3

0 o
Resolvendo a igualdade acima para Vi, obtemos
2073

Ve = 3

(1)

Chamamos de fuso esférico a parte da superficie
esférica compreendida entre dois circulos méaximos com
mesmo didmetro (veja a figura|[l). O angulo diedro 6 for-
mado pelos planos que contém esses semicirculos maximos
é chamado de dngulo de abertura do fuso.

E importante perceber que uma cunha esférica ¢ um
solido, ao passo que um fuso esférico é uma por¢ao da
superficie de uma esfera. Note, ainda, que uma cunha
esférica é limitada por dois semicirculos com um mesmo
didametro e por um fuso esférico; nesse caso, tanto a cunha
quanto o fuso tém um mesmo angulo de abertura.

Assim como ocorre com os volumes de cunhas esféricas,
a area Ap de um fuso esférico de raio r é proporcional a seu
angulo de abertura 6. Recordando que a area da superficie
de uma esfera de raio r é 4712 e vendo tal superficie como
um fuso de angulo de abertura 27, obtemos a regra de trés:

ﬁ B 4mr?
6  2r’
a partir da qual
Ap = 2072, (2)

A regiao de uma esfera compreendida entre dois planos
paralelos é chamada de uma zona esférica. A distancia
h entre esses planos paralelos é chamada altura da zona
(veja a figura [2] na qual destacamos os dois planos que
delimitam a zona esférica).

Figura 2: uma zona esférica de altura h.
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A area da superficie de uma zona esférica pode ser calcu-
lada pelo mesmo método que usamos na Secao 4 da parte 1
desta aula para calcular a area de uma superficie esférica.

Para tanto, consideramos uma linha poligonal equilatera
de n lados, com vértices situados sobre o arco de circulo
cuja revolugao gera a superficie da zona. Cada lado dessa
poligonal, quando girado em torno do eixo de revolugao
(veja a figura|3)), gera a superficie lateral de um tronco de
cone. Por sua vez, a area lateral de cada um desses troncos
de cone é, como sabemos,

Ai = 27Taihi,

onde a; é o apétema da poligonal e h; é a altura do tronco
de cone respectivo.

Figura 3: calculando a drea de uma zona esférica.

O fato da poligonal ser equilatera garante que a; = ... =
ay, (pois, em um circulo, duas cordas de mesmo compri-
mento estdo a uma mesma distdncia do centro). Deno-
tando tal valor comum por a, concluimos que a area da su-
perficie da zona esférica pode ser aproximada da seguinte
maneira:

Az 2 2warhy + - -+ 2wanhy,
= 2mwahy + --- + 2mwah,
=2malhy + -+ hy)
= 2mah,
onde hy + -+ + h,, = h é a altura da zona esférica.
Note que, na expressao Ay = 2wah, o valor de a ainda

depende do numero n de lados da poligonal equilatera.
Além disso, a medida que n aumenta, dois fatos ocorrem:

(i) O valor de a se aproxima mais e mais do raio r da esfera.
(ii) A discrepéancia entre Az e 2wah fica cada vez menor.

Portanto, as aproximacoes Az = 2wah = 27rh fornecem
o valor correto para Az:

AZ = 2nrh. (3)

Sugerimos que o leitor reveja o pardgrafo 4 da parte 1
desta aula, onde os pormenores da demonstragao esbogada
acima estao detalhados para o caso em que h = 2r, ou
seja, para o caso em que a zona esférica é uma esfera
completa.

Consideremos, agora, um caso particular de zona
esférica: dizemos que uma zona esférica é uma calota
esférica quando um dos planos que a determinam é tan-
gente & esfera (veja a figura [4]).

Figura 4: uma calota esférica de altura h.

Como toda calota é uma zona esférica, a area de sua
superficie é determinada pela mesma férmula .

A regido do espago gerada pela revolucdo de um setor
circular AOB em torno de uma reta £ que passa pelo centro
O da esfera é chamada setor esférico (veja a figura [5).
Note que a area da superficie de um setor esférico coincide
com a area da superficie da zona esférica determinada pelos
planos perpendiculares a £ e passando pelos pontos A e B.
A distancia entre esses dois planos é chamada de altura
do setor esférico.

e

A

Figura 5: um setor esférico é gerado pela revolucao de um
setor circular.
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2 Revisitando o volume da esfera

Nesta sec¢ao, iremos calcular o volume de um setor esférico.
Em particular, nossas consideragoes fornecerao um método
para o cédlculo do volume de uma esfera diferente daquele
visto na Segao 3 da parte 1 desta aula.

Vamos comegar calculando o volume do sélido gerado
pela revolugao de um triangulo em torno de um eixo.

Teorema 1. Sejam ABC um triangulo e £ uma reta situada
no plano de ABC, passando por A e ndo intersectando o
interior de ABC'. FEntdo, o volume do sélido gerado pela
revolucao de ABC' em torno de { € igual a terca parte do
produto da drea da superficie gerada pela revolu¢do do lado
BC em torno de ¢, multiplicada pela altura do triangulo
relativa ao lado BC'.

Prova. Primeiramente, vamos supor que um dos lados do
tridngulo, digamos AB, esteja contido na reta ¢. Supore-
mos, ainda que ABC é obtusangulo em C' (veja a ﬁgura@;
os demais casos podem ser tratados de modo inteiramente
analogo.

Figura 6: o triangulo ABC' tem um lado sobre o eixo /.

Denotemos BC = a, AB = ¢, AD = m, DB = n e
CD = d, onde D é o pé da altura baixada de C ao lado
AB. Seja, ainda, h o comprimento da altura relativa ao
lado BC' do triangulo ABC.

O sélido gerado pela revolucao de ABC em torno de
¢ é formado por dois cones, gerados pelas revolugoes dos
tridngulos ACD e BC'D em torno de £. Uma vez que tais
cones tém raio da base igual a d e alturas iguais a m e n,
o volume V do sdlido gerado pela revolucao de ABC em
torno de ¢ é dado por

1 1 1 1
V:f~7rd2m+f-7rd2n:g-ﬂdz(m—i—n):g-wd?c.

3 3

Como os produtos cd e ah sao ambos iguais ao dobro da
area do triangulo ABC', temos dc = ha. Logo,

1 1 1
V:§~7rd~cd:§'7rd~ah:§~7Tad~h. (4)

Observe que a superficie gerada pela revolugao do lado
BC em torno de ¢ é a superficie do cone gerado pela
revolucdo do triangulo BC'D. Entao, sua area é mad, e o
resultado do Teorema é valido neste caso.

Suponha, agora, que o triangulo ABC tem em comum
>
com a reta ¢ apenas o ponto A, mas que a reta BC nao é
paralela a ¢ (veja a ﬁgura. Seja D o ponto de intersegao
—

entre BC e ¢ e suponha, sem perda de generalidade, que
C estd entre B e D (o caso em que B estd entre C e D
pode ser tratado de modo andlogo).

D

Figura 7: o triAngulo ABC tem apenas o ponto A sobre o
eixo 4.

Sendo V', V1 e V4 os volumes dos so6lidos gerados pelas
revolugoes dos triangulos ABC, ABD e ACD em torno de
£, respectivamente, temos V = V; — V5.

Como a altura h do tridngulo ABC relativa ao lado BC
é igual & altura do triangulo ABD relativa ao lado BD e
também a altura do tridngulo ACD relativa ao lado C'D,
temos, pelo primeiro caso, Vi = % Ay -he Vs = % -As - h,
onde A; e A sdo as dreas das superficies geradas pela
revolugao dos segmentos BD e C'D, respectivamente, em
torno de £. Assim,

1
V=W-Vo= g (4~ Ag)h,

e é facil ver que A; — As é a drea da superficie gerada pela
revolugao do segmento BC' em torno de /.
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Finalmente, resta analisar o caso em que o lado BC é
paralelo & reta £ (veja a ﬁgura. Nele, nao podemos usar
o argumento acima, pois nao existird ponto de intersecao

—
D entre BC e /. N
Sejam D o pé da perpendicular baixada de A a BC

e ¥ e F os pés das perpendiculares baixadas de C' e B,
—

respectivamente, a £. Sendo r a distancia entre BC' e /,
segue que AD = FB=FEC =r.

C E

Figura 8: o tridngulo ABC tem o lado BC paralelo ao eixo
L.

Suponha, sem perda de generalidade, que B estd situado
entre C' e D (os casos em que C' estd situado entre B e D,
ou D estd situado entre B e C, podem ser tratados de
modo andlogo.

O soélido cujo volume V' desejamos calcular (e que é ge-
rado pela revolucao do triangulo ABC' em torno de ¢) pode
ser visto como o sélido gerado pela revolugao do trapézio
ABCE em torno de £, exceto pela porcao correspondente
ao solido gerado pela revolucao do triangulo ACE em torno
de /.

Sendo V; o volume do sélido gerado pela revolucao do
trapézio ABCE em torno de £ e V5 o volume do sélido
gerado pela revolugao do triangulo ACE em torno de ¢,
temos V =V, — V5.

Para calcular Vi, vemos o sélido gerado pela revolucao
do trapézio ABCE em torno de ¢ como a unido do cilindro
gerado pela revolucao do retangulo BCEF em torno de /¢
com o cone gerado pela revolucao do triangulo ABF em
torno de ¢. Portanto,

— 1 R
‘/1:77’[“2-EF+§'7T7“2'AF- (5)
Quanto a V5, temos
1 2 o= 1 2 A 1 2 T
szg‘m” .AE:§-7T7"'AF+§'7TT'EF7 (6)

onde, na ltima igualdade, utilizamos o fato de que AE =
AF + EF.

Finalmente, calculando V' = V; —V; a partir de f@,
obtemos prontamente

2 — 1 —
V==--m?EF=<-2mr-EF-r
3 3
1 .
:§'2WT~EF-AD.

Na tltima expressao acima, 27r- EF é a érea lateral do ci-
lindro gerado pela revolucao do retangulo BCEF em torno
de ¢, que é justamente a area da superficie gerada pela re-
volugao do segmento BC em torno de ¢; por outro lado,
AD é o comprimento da altura de ABC relativa a BC.
Isso demonstra o teorema também neste caso. O

Continuando na direcao do cédlculo do volume de um se-
tor esférico, precisamos agora do seguinte conceito: uma
poligonal regular P, P, ... P, é um conjunto de segmen-
tos Py Py, PoPs, ..., P, 1P, que tétm um mesmo compri-
mento e tais que os angulos entre dois segmentos consecu-
tivos P,_1P; e P;P;11 sdo todos congruentes (veja a figura
E[). Os pontos Py, ..., P, sao chamados vértices da poli-
gonal.

Figura 9: uma poligonal regular e seu setor poligonal cor-
respondente.

Nao é dificil mostrar que toda poligonal regular tem
um centro, que é o Unico ponto do plano situado a
uma mesma distancia de seus vértices. Assim, sendo
PPy, P,P;, ..., P,_1 P, uma poligonal regular e O seu
centro, temos que OP;, = r é constante, para qualquer
vértice P; da poligonal. O poligono OP, P, - P, é cha-
mado o setor poligonal, de centro O, associado a poligo-
nal regular Py Ps - - - P,.
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Nas notagoes do paragrafo anterior, cada um dos
triangulos OP; P;;1 ¢é isésceles de base P; P;;1; portanto, a
altura baixada de O ao lado P;P;1 incide no ponto médio
desse lado. Sendo PiP, =...= P,_1P, = 2l, o Teorema
de Pitagoras garante que o comprimento dessa altura mede

a=+\Vr%—12,

logo, independe do indice 1 < i <n — 1. Tal comprimento
a é o ap6tema da poligonal regular (e do setor poligonal).

Vamos, agora, calcular o volume do sélido gerado pela
revolugao de um setor poligonal em torno de uma reta que
passa por seu centro.

Teorema 2. Seja OP,Ps ... P, um setor poligonal de cen-
tro O e apotema a. Seja ¢ uma reta situada no mesmo
plano que o setor poligonal, passando por seu centro mas
ndo intersectando seu interior. Se A € a drea da superficie
gerada pela revolugdo da poligonal em torno de £, entdo o
volume V' do sdlido gerado pela revolugcao do setor poligo-
nal em torno de £ €

V ==.Aa.

Prova. O setor poligonal pode ser dividido em n
tridngulos OPy Py, OPyPs, ..., OP,_1 P, (a figura[10| mos-
tra o caso n = 5). Se V; é o volume do sélido gerado pela
revolucao de OP;P; 11 em torno de £ e A; é a drea da su-
perficie gerada pela revolucao de P;P;;1 em torno de ¢, é
imediatoque V=V +---+V, e A=A+ ---+ A,.

Para cada indice 1 < i < n — 1, podemos aplicar o
Teorema [I| ao triangulo OP; P,y para concluir que V; =
% -aA;. Assim,

1
V=WVi+---4+V,= .(A1_|_...+An)a:§.Aa'

Wl =

Figura 10: um setor circular e um setor poligonal inscrito.

Chegamos, finalmente, ao resultado desejado.
Teorema 3. O volume Vg de um setor esférico de altura h
em uma esfera de raio v €

Vs = = -mr?h. (7)

2
3
Prova. Seja S,, = OP, P, ... P, um setor poligonal, com
P, = A e P, = B (para melhor acompanhamento, referi-
mos novamente o leitor a figura onde o cason =5 é
ilustrado).

A medida em que n aumenta, o volume V,, do sélido
gerado pela revolugao do setor S,, em torno de / fica cada
vez mais proximo do volume V' do setor esférico gerado pela
revolucao do setor circular AOB em torno de £. Indicamos
esse fato dizendo que V,, tende a V quando n aumenta
indefinidamente.

Pelo Teorema 2, V,, = % - Apan, onde A, é a area da
superficie gerada pela revolugao da poligonal P; ... P, em
torno de /¢ e a,, é o apétema do setor poligonal S, .

Quando n aumenta indefinidamente, a,, tende ao raio r
da esfera e A,, tende a drea A = 27rh da superficie do setor
esférico (calculada a partir de ) Consequentemente, o
volume V,, tende a

1 2
§-2Trrh-r=§-ﬂ'r2h.

Dessa forma, como o volume V,, se aproxima simultanea-
mente de V e de % -mr2h, esses dois nimeros sdo, necessa-
riamente, iguais. O

Como caso particular do teorema anterior, considere-
mos, numa esfera de raio r, um setor esférico de altura
h = 2r. Entao, é imediato que tal setor corresponde a
toda a esfera, de sorte que @ fornece o seguinte

Corolario 4. O volume V de uma esfera de raio r € dado

por
4 .
V=_ .
3 mr

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula.

Na Secao 2, obtemos um método para calcular o volume
de um setor esférico e, consequentemente, para calcular o
volume de uma esfera. Dessa forma, vocé pode abordar
o problema do calculo do volume de uma esfera sem a
necessidade de usar o Principio de Cavalieri.

As nocoes de poligonal regular e setor poligonal sao defi-
nidas na Se¢ao 2. Note que, embora tenhamos trabalhado
antes com poligonais tanto na parte 1 desta aula quanto na
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Segao 1, ao fazé-lo sempre consideramos poligonais inscri-
tas em circulos. A defini¢do de poligonal regular permite
que trabalhemos com poligonais sem a necessidade de con-
siderar um circulo a priori. Se vocé julgar conveniente,
pode introduzir a nogao de poligonal regular bem antes,
ainda na parte 1 desta aula.
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