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1 Probabilidade condicional

Continuamos com a resolugao de exercicios, desta vez cen-
trando nossa atengdo no tema probabilidade condicional e
no Teorema de Bayes a fim de reforcar as ideias estudadas
no médulo “Probabilidade Condicional” do segundo ano
do Ensino Médio.

Exemplo 1. Hd trés moedas, duas delas normais e uma
defeituosa, pois possui duas caras. FEscolhe-se, ao acaso,
uma dessas moedas, a qual é lancada trés vezes.

(a) Qual é a probabilidade de serem obtidas trés caras?

(b) Obtiveram-se trés caras. Qual a probabilidade de ter
sido lancada a moeda defeituosa.

Solugao. Ja que “cara” e “coroa” ambos comecam com
a letra C, vamos convencionar aqui a letra K para repre-
sentar a obtencdo de uma cara e a letra C para coroa.
A arvore de probabilidades com os possiveis resultados é
exibida na Figura Além disso, vamos chamar de D a
moeda defeituosa e de N a moeda normal.
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Figura 1: A drvore mostra a escolha da moeda, com probabi-
lidade de 1/3 para a escolha da defeituosa (D) e de 2/3 para a
escolha da normal (N), seguida de trés lancamentos da moeda
escolhida.

(a) Este item pode ser revolvido de maneira direta. H&
duas maneiras de se obter 3 caras (KKK):

Caso 1: ao escolher a moeda, pegamos a defeituosa.
Isso acontece com probabilidade 1/3 e, uma vez esco-

lhida a moeda, todos os resultados obtidos serao caras (K).

Caso 2: ao escolher a moeda, pegamos uma normal; essa
escolha é satisfeita com probabilidade 2/3 e, depois disso,
temos probabilidade (1/2)? para que os trés lancamentos
resultem em cara. Assim, a probabilidade desejada é:

Los, 2 (1 P11 5

3 +3'<2> RERETINTE
(b) Aqui estamos restringindo o espago de probabilidade,
pois ja sabemos que foram obtidas 3 caras. Ou seja,
queremos calcular a probabilidade condicional \Pr(D |
“3 caras”), onde D é o evento “escolher a moeda defeitu-

osa” e “3 caras” é o evento de se obter trés caras. Lembre-se
de que:

Pr(D N “3 caras”)
Pr(“3 caras”)

Pr(D | “3 caras”) =

Veja que Pr(D N “3 caras”) = Pr(D) = 1/3, j4 que o
evento D’ esta contido no evento “3 caras” (sempre que D
acontece, sao obtidas 3 caras): Por sua vez, Pr(“3 caras”)
ja foi calculada no item anterior. Logo, a probabilidade
desejada é:

«“ 77_(]‘/3)1_4_
Pr(D | “3 caras”) = 5/12 —5—80%. O

No segundo item do exemplo anterior, temos um pro-
blema um pouco diferente dos outros estudados até agora,
pois ndo estamos interessados em calcular a probabilidade
de um evento que esta por acontecer, mas sim em saber
a probabilidade de um evento ja ter ocorrido. Dizemos
isso pois podemos pensar que, no momento em que as trés
caras sao observadas, a escolha da moeda ja havia sido re-
alizada. Do ponto de vista da teoria das probabilidades,
formalmente nao ha qualquer diferenga entre estudar even-
tos passados ou futuros (a mesma teoria de probabilidade
condicional se aplica).

E possivel imaginar essa situacdo no mundo real: a pes-
soa que langou a moeda do exemplo acima estava vendada
e nao poderia ver se estava lancando a moeda normal ou
a defeituosa, mas removia a venda para ver o resultado do
lancamento. Apés os trés lancamentos, ela deve apostar
se estd segurando a moeda normal ou defeituosa. O que
mostramos é que, caso ela tenha obtido trés caras, ela tem
80% de chance de ganhar apostando que est4 com a moeda
defeituosa. Uma maneira de intuir o porque dessa proba-
bilidade ser tao alta é extrapolar o exemplo, considerando
uma situacdo mais extrema: Imagine que foram realizados
10 lancamentos, no lugar de 3, e foi observado cara em
todos eles. E muito mais provavel que a moeda escolhida
tenha sido a defeituosa, pois o evento de obter 10 caras
com a moeda normal é muito improvavel.

Exercicio 2. Refaca os cdlculos do exemplo anterior,
usando as mesmas trés moedas mas supondo que foram
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realizados 10 lancamentos, ao invés de 3; suponha, ainda,
que foram obtidas caras em todos os lancamentos.

Esse tipo de técnica pode ser aplicada em andlises esta-
tisticas avancadas e em técnicas modernas como “aprendi-
zado de maquina”, quando se deseja verificar o quao prova-
vel é certa hipdtese ap0s ter-se verificado o resultado de um
experimento. Essas andlises sdo bem mais dificeis e fogem
do escopo do Ensino Médio, mas um de seus fundamentos
é o Teorema de Bayes, que é bastante simples, apesar de
normalmente nao ser apresentado durante o Ensino Médio.
Eles nos d4 uma maneira de inverter o condicionamento,
com uma férmula que calcula Pr(A | B) em funcao de
Pr(B | A).

Teorema 3 (Bayes). Se A e B sdo eventos de um mesmo

espago de probabilidade, temos que:

Pr(A | B) = Pr (BP|;(432)Pr(A)

B Pr(B | A)Pr(A)
~ Pr(B| A)Pr(A) + Pr(B | AC) Pr(AC)

Prova. Lembre-se de que:

Pr(AN B)

Pr(A| B) = Pr(B) (1)

Por outro lado, Pr(B | A) = Prp(:z;;})g).
implica Pr(AN B) = Pr(B | A)Pr(A).

em , temos:

A dltima equagao
Substituindo isso

Pr(B | A)Pr(A)

Pr(A| B) = g

o que prova a primeira parte do Teorema de Bayes.
Para a segunda parte, basta provar que

Pr(B) = Pr(B | A)Pr(A) + Pr(B | A%) Pr(4%). < (2)

Ora, vimos acima que Pr(B | A)Pr(A) = Pr(B N A); da
mesma forma (trocando A por A®), obtemos a equacio
Pr(B | A% Pr(A®) = Pr(BnAL). Como BNAe BN AL
sdo eventos disjuntos cuja unido é igual'a B, temos que
Pr(B) = Pr(BN A) + Pr(BNAL), o que implica (7). O

Veja que o Exemplo [I] também poderia ter sido resol-
vido diretamente aplicando o Teorema de Bayes. Porém,
optamos por utilizar a arvore de probabilidades ao invés de
simplesmente aplicar uma férmula, pois desenhando toda
a arvore podemos ver como maior clareza todo o espago
de probabilidade. No “mundo real” o Teorema de Bayes
é util, pois muitas vezes a quantidade de casos é muito
grande para se visualizar a arvore completa.

Exemplo 4. Um juiz de futebol possui trés cartoes no bolso.
Um é todo amarelo, outro é todo vermelho e o terceiro é
vermelho de um lado e amarelo do outro. Num dado lance,
0 juiz retira, ao acaso, um cartdio do bolsa e mostra ao
jogador. Qual a probabilidade de:

(a) O juiz ver a face vermelha e o jogador ver a face ama-
rela?

(b) O jogador ver uma face vermelha, sabendo que o juiz
vé uma face vermelha?

Solugao. Podemos visualizar as possiveis escolhas na ar-
vore de probabilidades da Figura [2| (onde V representa a
cor vermelha e A a cor amarela).

Cartao retirado O juiz vé

' )

Figura 2: Escolha do cartdo seguida da escolha do lado desse
cartdo que o juiz veé.

(a) A probabilidade pedida neste item pode ser calculada
diretamente. Veja que apenas um cartdo possui cores di-
ferentes dos dois lados. A probabilidade de escolher esse
cartdo é 1/3 (um entre trés possiveis cartbes). Em se-
guida, a probabilidade de que a face vermelha do cartdo
esteja virada para o juiz é 1/2. Por fim, o que se pede no
item é a probabilidade de que essas duas coisas acontecam
sucessivamente, que é:

11 1

Pr=-.--=-.
3 2 6
(b) Vamos chamar de Jg(V) o evento “o jogador vé uma
face vermelha” e de Jz(V') o evento “o Juiz vé uma face
vermelha”. Queremos calcular a probabilidade de Jg(V)
condicionada ao evento Jz(V'), que é dada por:

Pr(Jg(V) | Ja(V)) = Pr(Jﬁ%l? vi])Z)(V))-

O evento Jg(V)NJz(V) acontece se, e somente se, o car-
tdo VV (com as duas faces vermelhas) for sorteado. Logo,
Pr(Jg(V) | Jz(V)) = 1/3, que ¢ a probabilidade de seleci-
onar esse cartdo. Resta calcular Pr(Jz(V')). Observando
a arvore, ha apenas duas maneiras do juiz ver a cor ver-
melha: Se o cartdo VV for sorteado, o que ocorre com
probabilidade 1/3, o juiz com certeza verd vermelho; se
o cartdo V A for sorteado, o que ocorre com probabilidade
1/3, o juiz terd 1/2 de chance de que o lado vermelho esteja
virado para ele. Logo,

1 1 1
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Com isso, concluimos que a probabilidade desejada no
enunciado é
1/3 2
P = — = —.
r(0(V) | 12(V)) = {75 = 5
O

Observacdo 5. Baseado na drvore da Figura[d, podemos
dizer diretamente que Pr(Jz(V)) = 1/2, mas cuidado: isso
nao é simplesmente porque metade dos resultado é V. Isso
86 ocorre porque para cada resultado V existe um A que
possui a mesma probabilidade (ou seja, 0s pesos nos ramos
da drvore sao importantes). De certa forma, o que acon-
tece é que os papeis das cores sdo totalmente simétricos;
logo, ndo hd razao para uma cor ser mais provdvel de ser
vista do que a outra.

Solucgao Alternativa. Conforme acabamos de observar,
o conjunto de possiveis resultados exibidos nos quatro ra-
mos da arvore da Figura nao sdo equiprovaveis. (De fato,
por isso mesmo os valores das probabilidades indicadas na
arvore sdo importantes.)

Mas existe uma maneira de criar um espago de proba-
bilidade equiprovavel: numerando cada uma das faces dos
cartoes, quando elas tiverem a mesma cor. Assim, chama-
remos o cartdao VV de V1 V3, o cartdo AA de A1 As (mas o
cartdo V A por continuar sendo chamado V' A).

Com isso, hé seis possibilidades para o que juiz e jogador
veém, sendo que todas elas possuem a mesma probabili-
dade. Os seis casos sdo indicados na tabela abaixo.

Juiz  Jogador

| A
A |4
%4 Vs
Va |4
Ay Ay
Ag A1

De posse dessa tabela, podemos responder cada item:

(a) A tabela contém apenas um caso dentre os seis
(equiprovdveis) em que o-juiz vé vermelho e o jogador
amarelo. Logo, a probabilidade desejada é 1/6.

(b) Como na solugdo anterior, queremos calcular:

Pr(Jg(V) N Jz(V))

Pr(Jg(V) | Jz(V)) = Pr(Jz(V))

H4 trés casos em que o Juiz vé vermelho e, dentre eles, ha
dois nos quais o jogador também vé vermelho. Assim, a
probabilidade desejada é 2/3. O

Exemplo 6. Uma certa doenca afeta 1% de uma popula-
¢ao (isso é a chamada “prevaléncia” da doenga) . Um
teste acerta em 95% dos casos quando o paciente é sadio
(a “especificidade” do teste é de 95%) e acerta em 90%
dos casos quando o paciente é doente (a “sensibilidade”
do teste é 90%). Se Jodo é um individuo desta populagio
e seu resultado der positivo, qual a probabilidade de Jodo
realmente estar doente?

Solugao. Dizer que o teste acerta quando o paciente é
sadio quer dizer que o teste retorna negativo neste caso;
por outro lado, dizer que ele acerta em casos em que o
paciente estd doente quer dizer que ele retorna positivo
nesses casos. Isso nos dé a arvore de probabilidades da

Figura [3]

Resultado
Individuo +
\ 09
0,1
000
0,95

Figura 3: Escolha do individuo seguida do resultado de seu
teste.

Dado que o resultado foi positivo para certo individuo,
queremos queremos calcular a probabilidade dele, de fato,
estar doente. Em simbolos, queremos Pr(Doente | “ + 7).
Observando a arvore, temos que Pr(“ +7) = 0,9-0,01 +
0,05 - 0,99. Com isso, a probabilidade desejada é:

Pr(Doente N “ + ")
PI.(“ _|_ 77)

B 0,9-0,01

©0,9-0,01 40,05 - 0,99

Pr(Doente | “ 4+ 7) =

= 15,38%.

Solucgao Alternativa. Para simplificar as contas, vamos
supor que a populacido total seja de 10.000 individuos.
Como 1% deles é doente, h4 100 individuos doentes e 9900
saudaveis. Dos doentes, 90% teriam resultado positivo no
teste, ou seja, 90 individuos. Por outro lado, dos saudéveis,
95% tem resultado negativo, ou seja, 0,95-9900 = 9405 in-
dividuos. Com isso, podemos montar a tabela a seguir:
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| Doentes (D) | Saudaveis (S) | Total

Positivos (P) 90 495 585
Negativos (V) 10 9405 9415
Total | 100 | 9900 | 10000

Assim, o universo de individuos que possuem resultado
positivo tem 585 pessoas. Dentre essas, 90 sdo doentes.
Logo, a probabilidade desejada é:

Pr(DoenteN“+7) 90
= — = 15,38%.
Pr(“ +7) sa5 108

Pr(Doente | “+7) =

O

Observacido 7. Para um teste que acerta pelo menos 90%
das vezes, tanto para individuos sadios como para indi-
viduos doentes, parece ser contraditorio que apenas cerca
de 15% dos resultados positivos sejam realmente positivos.
Isso ja havia sido abordado na segio “O paradoxo do falso
positivo” da Parte 2 da Aula 1 do Mdédulo Probabilidade
Condicional. A explicacio especifica para o resultado do
Exercicio [6] é que a prevaléncia da doenga é pequena. As-
sim, mesmo que o teste erre apenas 5% das vezes em indi-
viduos sauddveis, isso gera uma quantidade de individuos
com falsos positivos que € maior do que os verdadeiros posi-
tivos. Isso fica claro na solucdo alternativa, que evidencia
495 falsos positivos (individuos sauddveis mas com resul-
tado positivo), contra apenas 90 positivos verdadeiros.

De toda forma, testes desse tipo sao benéficos como tes-
tes de triagem, ou seja, testes de baixo custo e que sugerem
continuidade nas investigagoes (via exames mais caros e
especificos) no caso do resultado ser positivo (antes do ini-
cio de um tratamento). A ideia é que é melhor pecar pelo
excesso de zelo do que pela falta dele. Veja que a probabi-
lidade de um falso negativo, ou seja, Pr(Doente |  — 7) €
muito pequena (sendo apenas um décimo-da prevaléncia da
doenga). Assim, quem obtém resultado negativo pode ficar
tranquilo quando a confiabilidade desse teste. Ela pode ser
calculada como:

Pr(Doenten“ —"7) 10
Pr(“~"7) 9415

Pr(Doente | “ =) = = 0,001.

Exemplo 8. Os casais A e B tém dois filhos cada um.
Sabe=se que o casal A tem um filho homem e que o filho
mais velho do casal B também é homem. Se a e b indicam,
respectivamente, a probabilidade de que os dois filhos do
casal A sejam homens e a probabilidade de que os dois
filhos do casal B sejam homens, decida se a > b, a =b ou
a <b.

Solugao. No que segue, representamos pela letra H um
filho homem e pela letra M uma filha mulher. Também,
em cada par ordenado o primeiro elemento representa o(a)
filho(a) mais velho(a) e o segundo elemento representa o(a)
filho(a) mais novo(a).

A principio, temos 4 possibilidades equiprovaveis:
(H,H), (H M), (M,H) e (M,M). Isso quer dizer que,
dentre um grupo de 100 casais, espera-se que 1/4 deles, ou
seja, 25 casais, tenham ambos os filhos homens; 25 tenham
o primeiro filho homem e o segundo mulher; 25 tenham o
primeiro mulher e o segundo homem; 25 tenham duas filhas
mulheres.

Considere que o casal A foi selecionado aleatoriamente
desse grupo. Com a informacao adicional de que esse casal
possui (pelo menos) um filho homem, descarta-se o caso
(M, M) e sobram apenas trés possibilidades equiprovéveis:
(H,H), (H/ M) e (M,H). Assim, a probabilidade de que
os dois filhos desse casal sejam homens é1/3, ou seja, a =
1/3. No exemplo numéricoacima, temos 25 casais com dois
filhos homens, em um universo de 75 casais que possuem
pelo menos um filho homem.

Considere, agora, o casal B. Sabemos que seu primeiro
filho é homem,. logo, das quatro possibilidade iniciais, so-
bram apenas duas: (H, M) e (H, H)./Como essas duas sao
equiprovaveis, a probabilidade de que os dois filhos sejam
homens'é 1/2, ou seja, b= 1/2. Em relagdo ao exemplo
numérico, temos-0s mesmos 25 casais, mas num universo
que esta restrito a apenas 50 casais.

Concluimos, portanto, que a < b. O

z

Observacao 9. No exemplo anterior, é muito tentador
achar que a ='b. A grande diferenca € que dizer que o
“filho mais velho é homem?” € algo mais restritivo do que
dizer que “pelo menos um filho € homem” o que altera o
universo onde a probabilidade é condicionada.

Exemplo 10 (UFRS). Cada cartela de uma colegio é for-
mada por seis quadrados coloridos, justapostos como na
figura abaizo:

Em cada cartela, dois quadrados sdo coloridos de azul, dois
de verde e dois de rosa. Nessas condicoes, a colecao apre-
senta todas as possibilidades de distribuicdo das cores nas
cartelas e ndo existem cartelas com uma mesma distribui-
¢do de cores. Retirando-se, ao acaso, uma cartela da cole-
¢do, a probabilidade de que apenas uma das colunas apre-
sentes quadros de mesma cor é de:

(a) 5%.
(b) 36%.
(c) 40%.
(d) 48%.
(e) 90%.
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Solugao. Esse problema, em verdade, pode ser resolvido
diretamente, sem o uso do conceito de probabilidade condi-
cional, definindo o espago amostral de maneira adequada.

Primeiramente, vamos contar quantos sao os cartoes.
Isso pode ser feito calculando quantas sdo as permutagoes
de 6 elementos (cada cartela por ser identificada por uma
sequéncia de seis cores) com elementos repetidos (2 azuis,
2 verdes e 2 rosas). O resultado é Pj,, = %:2, = 90.
Um outra possibilidade é utilizar combinagoes: escolhemos
duas posicoes das 6 para a cor azul, outras duas posi¢oes
para a cor verde e as demais serdo automaticamente rosas.
O resultado é (S) . (g) = 15-6 = 90, como antes.

Resta contar quantos cartoes possuem ezatamente uma
coluna com duas cores iguais. Para tanto, comecamos es-
colhendo qual coluna terd duas cores iguais, depois esco-
lhemos qual serd essa cor, o que nos di 3 -3 = 9 possi-
bilidades. Por fim, devemos organizar as duas cores que
sobraram nas 2 colunas que sobraram, sem que haja duas
cores iguais numa mesma coluna. Isso pode ser feito de 4
maneiras possiveis (abaixo x e y representam as duas cores
que sobraram):

X | x x|y vy y | x
vy v | x X | x x|y |

Entao, o total de cartdes que satisfazem as restrigoes do
enunciado é 9 -4 = 36 e a probabilidade desejada é

36 4
— = — = 40%.
90 10 %

Logo, o item correto é O

O exemplo seguinte serd um aquecimento para o tltimo
exemplo desta aula. Ele é um problema dificil, mas bem
interessante.

Exemplo 11. Em uma cidade, cada pessoa fala a verdade
com probabilidade 1/3. Suponha que A faz wma afirmagio
e que B diz que A falou a verdade. Qual a probabilidade
de A ter realmente falado a verdade?

Solugao. Sem qualquer’ informacdo adicional, diriamos
que A tem 1/3 de chance de falar a verdade. Porém, temos
uma informacdo adicional: B diz que A falou a verdade.
Veja que estamos em uma cidade de mentirosos (cada pes-
soa fala a verdade em bem menos que a metade das vezes),
assim, quando B diz que A falou a verdade, é provavel que
ele esteja mentindo, o que muda as chances de A ter falado
a verdade.

Seja E a sentenca (ou proposicao légica) “B diz que A
falou a verdade”. Queremos calcular:

Pr(“A falou a verdade” N E)
Pr(E)

Pr(A falou a verdade | E) =

Veja que F precisa ser verdadeira, pois é um fato certo
que “B disse que A falou a verdade”. No entanto, ha duas

maneiras disso ter acontecido: (a) A realmente falou a
verdade e B também falou a verdade; (b) A mentiu em
sua afirmacao inicial mas B também mentiu, por isso ele
disse que A falou a verdade. O caso (a) acontece com

probabilidade (%)2 e o caso (b) acontece com probabilidade

2 . ~ g
(2)”. (Veja que outros casos ndo devem ser considerados:

por exemplo, se A mentir e B falar a verdade, entdao B tera
que dizer que A mentiu, mas nao foi isso que aconteceu.)
Sendo assim,

RO

Para terminar, basta calcular Pr(“A falou a verdade” N

). Ora, a tnica maneira de A N E acontecer é no caso
(a) da andlise acima. Logo Pr(“A falou a verdade”NE) =
(1/3)2 =1/9.

Com isso, a probabilidade desejada é:

13 ki 1/9 1
Pr(“A falou a verdade” | E) = 59 5 20%. O

Exemplo 12. Em uma cidade cada pessoa fala a verdade
com probabilidade 1/3. Suponha que A faz uma afirmagdo
e que D diz'que C diz que B diz que A falou a verdade.
Qual a probabilidade de A ter falado a verdade?

Solugao. De forma semelhante ao exemplo anterior, seja
FE a afirmacdo “D diz que C diz que B diz que A falou
a verdade”. Cada uma das pessoas A, B, C' e D pode ter
falado a verdade ou mentido, mas sabemos que a afirmacao
E precisa ser verdadeira. Como uma mentira anula outra,
temos que E é verdade se, e s6 se, uma quantidade par das
pessoas mentiram. Assim, para calcular Pr(E), ha trés
casos: (a) ninguém mentiu; (b) exatamente duas pessoas
mentiram; (c) todas as pessoas mentiram.

O caso (a) acontece com probabilidade (1/3)* = 1/81.
Para calcular a probabilidade de (), primeiro devemos es-
colher quais, dentre as pessoas A, B, C', D, mentiram, o
que pode ser feito de (;L) = 6 maneiras. Agora, para cada
uma dessas escolhas de mentirosos, a probabilidade corres-
pondente é (1/3)%-(2/3)? = 4/81. Assim, a probabilidade
de que o caso (b) ocorra é 6 -4/81 = 24/81. Por fim, a
probabilidade do caso (c) é (2/3)* = 16/81. Isso nos d4

1 24 16 41
BT TRETRRE TR

Resta calcular Pr(“A falou a verdade” N E). Para tal,
vamos verificar em quais dos casos listados acima A fala
a verdade. No caso (a), isso acontece com probabilidade
1/81, como antes. No caso (b), dado que A fala a verdade,
a escolha dos dois mentirosos deve ser feita entre as pessoas
B, C e D. Logo, hé apenas (g) = 3 escolhas e a probabi-
lidade desse caso ¢ 3 - (1/3)%-(2/3)? = 3-4/81 = 12/81.
Por fim, no caso (c¢), sabemos que todos mentem, logo A
nao fala a verdade. Entéao,

Pr(E)

1 12 13
Pr(“A falou a verdade” N E) = sits e
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Por fim, a probabilidade pedida no enunciado é:

Pr(“A falou a verdade” | E) =
_ Pr(“A falou a verdade” N E)

Pr(E)
13/81 13
= 2000 22 31 79,
njst o ShTA -

Dicas para o Professor

Sugerimos que essa aula seja apresentada em dois encon-
tros de 50 minutos. Sugerimos, também, revisar o Médulo
Probabilidade Condicional antes de iniciar a aula. Assu-
mimos como pré-requisito algumas aulas do Médulo Prin-
cipios Bésicos de Contagem, especialmente as defini¢des de
permutacdes com elementos repetidos e combinagoes; mas
estes fatos s@o necessarios apenas nas ultimos trés exem-
plos.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. P. C. P. Carvalho, A. C. de O. Morgado, P. Fernandez
e J. B. Pitombeira. Andlise Combinatéria e Probabi-
lidade. SBM, Rio de Janeiro, 2000.
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