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1 Reducao ao Primeiro Quadrante

N6 moédulo “Circulo Trigonométrico”, também do primeiro
ano, aprendemos que esse circulo é aquele de raio 1 com
centro na origem, o ponto O = (0,0), do plano cartesiano.
Consideramos o ponto A = (1,0) e, dado um comprimento
£ de um arco, marcamos o ponto P sobre o circulo trigo-
nomeétrico tal que AP mede 5. Assim fazendo, definimos
os numeros cos 3 e sen 3 de tal sorte que

P = (cos 3, sen 3). (1)

Note que, aqui, escrevemos simplesmente sen 5 no lugar
de sen(f), apenas pelo fato de a primeira notacdo ser mais
compacta. Ambas essas notagdes tém o mesmo significado,
mas a primeira deve ser usada com cautela, especialmente
em expressoes longas, para nao haver risco de ambiguida-
des.

Quando 0 < 8 < 7/2, podemos construir um tridngulo
retangulo com um angulo interno de medida g radianos
e, portanto, com os outros dois dngulos internos medindo
7/2 e w/2— [ (lembre-se de que 7/2 radianos corresponde
a 90°).

Conforme estudado no médulo “Razoes Trigonométricas
no Tridngulo Retangulo: Seno, Cosseno e Tangente” do
Nono Ano do EF, em um tal tridngulo temos:

medida do cateto oposto a 3

sen 8 =
B medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente a [
cos 8 = - -
medida da hipotenusa
medida do cateto oposto a (3
tg 5 =

medida do cateto adjacente a 3’

Ademais, se escolhermos taltridngulo de modo que a me-
dida de sua hipotenusa seja igual a1, teremos sen S e cos 3
como as medidas do cateto oposto e do'cateto adjacente
a (3, respectivamente. A Figura [ mostra como escolher
tal tridngulo fazendo com que sua hipotenusa coincida com
um raio do circulo trigonométrico.

Contudo, quando 5 mdo pertence ao intervalo aberto
(07%)7 nao existe tridngulo retangulo com um angulo in-
terno de medida 3 radianos. Neste caso, podemos usar
a técnica de redugao ao primeiro quadrante para calcu-
lar o seno, o cosseno e a tangente de §. Essa técnica ja
foi esbogada no médulo Circulo Trigonométrico, mas a re-
petiremos aqui adicionando mais detalhes e exemplos. A
ideia é, a partir'de 3, obter um certo angulo « entre 0 e
/2 e relacionar os valores de sen 3 e cos 3 com os de sen «
e cos Q.

Lembre-se de que os eixos do plano cartesiano dividem
o Circulo Trigonométrico em quatro partes. Cada parte é
denominada um quadrante e, por convencao, os quadrantes
sao numerados de I até IV (um até quatro em algarismos

sen
(0,1)
11 I
P
1 :
I5) =,
(—1,0) |cos 3] (1,0) €08
11T IV
(07 _1)

Figura 1: seno e cosseno no primeiro quadrante.

romanos, respectivamente) em sentido anti-horario, sendo
o primeiro quadrante aquele formado pelos pontos em que
ambas as coordenadas sdo positivas (veja os numerais I, IT,
II1, IV na Figura .

Sem perda da generalidade, assuma que 0 < 8 < 2.
(Nao sendo esse o caso, podemos substituir 8 por sua me-
nor determinagao positiva, conforme estudado na primeira
aula do mddulo “Circulo Trigonométrico”) Como antes,
assuma que [ = AP e vamos considerar separadamente
os casos em que P se encontra em cada um dos quatro
quadrantes. Em cada caso, definiremos um ponto @ e to-
maremos «a = m Com uma, escolha adequada de @,
teremos

|[sen 8| =sena e |cosB| = cosa.

Observe que podemos encontrar os sinais de sen 3 e cos 8
dependendo do quadrante de P.

1.1 Do segundo ao primeiro quadrante

A Figura [2] mostra um exemplo com P no segundo qua-
drante, isto é, com 7/2 < 8 < w. Veja que, neste caso,
temos cos S < 0 e sen S > 0. Denotando por B o pé da
perpendicular baixada de P ao eixo x, temos

PB=senfl e OB=—cosp.

Vamos escolher o ponto @ como sendo o simétrico de
P em relagdo ao eixo y (veja a Figura [2)); assim, como
P = (cos B,sen f3), temos @ = (— cos 3,sen ). Por outro
lado, sendo a = :4?2, também temos @ = (cosq,sen ).
Comparando as duas expressoes para as coordenadas do
ponto (), obtemos

senff =sena e cosf = —cosa.
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Agora, seja B’ o pé da perpendicular baixada de @ ao
eixo x (observe novamente a Figura . A simetria entre P
e Q em relagdo ao eixo y assegura a simetria de B ¢ B’ em
relagdo ao mesmo eixo, de modo que os tridngulos OPB e
OQB' sao congruentes, pelo caso “lado, lado, lado”. Logo,
POB = QOB'’. Por outro lado, POB = 7 — 3. Portanto,

a=AQ = QOB' = POB =1 — 8.

Substituindo essa expressdo para « nas expressoes que
relacionam sen o com sen e cos a com cos 3, concluimos
que

sen B =sen(r — ) e

cosff=—cos(m— ). (2)

sen

A(1,0)

B’ Ccos

IIT IN%

Figura 2: seno e cosseno no segundo quadrante.

Observacao 1. E possivel mostrar que as equagbes em
sao wvdlidas para qualquer valor de B (contudo, apenas no
caso em [ estd mo sequndo quadrante é que temos ™ — (3
situado no primeiro quadrante).

A partir das férmulas e levando em consideragao a
observagao acima, temos também

sen3  sen(m — [3)

cosfB —cos(m — )

tg B =

= tg(ﬂ— - B)?
para todo valor de § tal que cos 8 # 0.

1.2 Do terceiro ao primeiro quadrante

A Figura [3] mostra um exemplo com P no terceiro qua-
drante, isto é, com 7 < 8 < 37w/2. Assim sendo, temos
cosfB < 0esenf < 0. Logo, para o ponto B como antes
(isto é, para B sendo o pé da perpendicular baixada de P
a0 eixo ), temos

B=—-senf3 e OB =—cosp.

Desta vez, vamos escolher ) como sendo o simétrico
de P em relagdo & origem O do plano cartesiano (veja a
Figura [2). Em particular, @) pertence ao primeiro qua-
drante e os pontos P, O e @ sdo colineares. Assim,
como P = (cos 3, sen f3), temos que Q = (— cos 3, — sen 3).
Agora, sendo o = @, também podemos escrever @ =
(cos a, sen ). Comparando novamente as duas expressoes
acima para as coordenadas de @), obtemos

senff = —sena e cosf3= —cosa.

Também como antes, seja B’ 0 _pé da perpendicular de
Q tragada ao eixo z. Veja que POB = QOB’, pois estes
sdo angulos opostos pelos vértice. Por outro lado, POB =
8 — m, de sorte que

a:m:P/O\B:ﬁ—W.

Substituindo essa ‘expressdo para « nas relagbes entre
sen «, sen 3 e cos «, cos 3, chegamos a

cosff=—cos(f—m). (3)

senff =sen(f —m) e

sen

o A(1,0)

a O é/ CcOos

m p v

Figura 3: seno e cosseno no terceiro quadrante.

Temos também que

senf  —sen(f —m)
cos3  —cos(f —7)

Uma vez que S = m + «, isso também equivale a

tg B =

= tg(8 —m).

tg(m + o) = tg(a).

Observacdo 2. O argumento deste caso € essencialmente
o mesmo do caso anterior. Porém, o fato de P estar no
terceiro quadrante faz com que os sinais de sen 3 e cosf3
sejam diferentes comparados ao caso anterior, assim como
a relacao entre B e « € diferente.
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Também ¢ possivel mostrar que as equagoes em , as-
sim como a relacdo entre tga e tg B sdo vdlidas para qual-
quer valor de B (a dltima delas contanto que cosf # 0.
Mas, apenas no caso em 3 estd no terceiro quadrante, te-
mos que B — m estd no primeiro quadrante.

1.3 Do quarto ao primeiro quadrante

Como tltimo caso, a Figura [4] mostra um exemplo com P
no quarto quadrante, isto é, com 37/2 < § < 27. Veja que,
desta feita, temos cos 8 > 0 e sen § < 0. Logo, definindo o
ponto B como antes, temos

PB=—senf3 e OB =cosp.

Escolhendo o ponto @ como o simétrico de P em relacéo
ao eixo = (veja a Figura , temos @ situado no primeiro
quadrante. Ainda pela simetria, juntamente com o fato
de que P = (cos3,sen 3), obtemos Q = (cos 3, —sen ().
Por outro lado, sendo a = ;1?2, também temos @ =
(cos ar, sen ). Assim, comparando as duas expressoes para
as coordenadas de (), vem

senf§ = —sena e cosf3 = cosa.

Neste caso, o pé B’ da perpendicular baixada de @ ao
eixo z coincide com o ponto B. Entao, os tridngulos OPB
e OQB sao_congruentes pelo caso “lado, lado, lado”, de
sorte que POB = QOB.

Por outro lado, POB = 27 — /3. Portanto,

a=AQ = QOB = POB = 21 — B.
Concluimos, pois, que

senff = —sen(2r — ) e cosfB ='cos(2m—B). (4)

A(1,0)

COs

S

IIT P 1V

Figura 4: seno e cosseno no quarto quadrante.

Temos também que
sen3  —sen(2m — f3)
cosB cos(2m — B)

tg = = —tg(2m — B).
Observacdo 3. Como nos outros casos, as equagées em
também valem para qualquer arco B (no caso da tagente,
contanto que cosf3 # 0. Contudo, o caso em que [ estd
no terceiro quadrante € interessante pois 2w — [ estd no
primeiro quadrante.

Antes de examinarmos alguns exercicios, cumpre tra-
duzirmos as férmulas obtidas nas subsegoes anteriores, de
radianos para graus. Fazemos isto no exemplo a seguir.

Exemplo 4. Traduza de radianos para graus as relagoes
, e obtidas nas subsecoes acima.

Solugao. Lembre-se de que n radianos equivalem a 180°.

Assim, para § no segundo quadrante temos, em graus,
90° < B < 180°. Ao reduzir ao primeiro quadrante, esco-
lhemos a = 180° — 3, de modo que

sen 3. =sen(180° — 8) ~ e cosfB = —cos(180° — ).
Quando [ estd no terceiro quadrante, temos em graus

que 180° < B < 270°. Neste caso, a = [ — 180° estd no
primeiro quadrante e satisfaz

senff = —sen(f —180°) e cosf = —cos(f — 180°).

Por fim, quando /3 estd no quarto quadrante, temos em
graus que 270° < 8 < 360°. Também, o arco o = 360° — (3
estd no primeiro quadrante e satisfaz

sen S = —sen(360° — ) e cosf = cos(360° — 3).
O]

2 Exercicios

Para os exercicios seguintes sugerimos que, antes de ler
suas solugoes, o leitor desenhe os dngulos envolvidos sobre
o Circulo Trigonométrico e use as devidas simetrias, no
lugar de simplesmente utilizar as férmulas apresentadas
na secao anterior. Abaixo, relembramos os valores do seno,
cosseno e tangente de alguns dngulos notéaveis.

Angulo Angulo sen  cos t
(graus) (radianos) &
0° 0 0 1 0
30° z V3 V3
6 2 2 3
45° il v2oov2 oy
4 2 2
60° g Vi L s
2 2
90° g 1 0 7

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Exemplo 5. Calcule os valores de sen 120° e cos 120°.

Solugao. Veja que 120° pertence ao segundo quadrante,
pois 90° < 120° < 180°. Assim, de acordo com a Fi-
gura [2] ao reduzir 120° para o primeiro quadrante, obte-
mos um angulo de 60°. De acordo com a tabela anterior,
sen 60° = 1/3/2 e cos60° = 1/2. Mas, como sen 120° > 0
e cos 120° < 0, temos que:

V3

sen 120° = sen 60° = -

1
c0s 120° = — cos 60° = ~3 O

Exemplo 6. Calcule os valores de sen(57/6) e cos(57/6).

Solucdo. Veja que 57/6 pertence ao segundo quadrante,
pois estd entre 7/2 e . Como no problema anterior, ob-
servando a Figura [2] reduzimos esse arco ao arco do pri-
meiro quadrante m — 57 /6 = 7/6. Por outro lado, sabemos
que sen(m/6) = 1/2 e cos(n/6) = /3/2. Entdo, como
sen(57/6) > 0 e cos(57/6) < 0, temos:

V3

cos(bm/6) = ——. O

sen(bm/6) = % e 5

Exemplo 7. Qual o valor de tg(5mw/4)?

Solugdo. Veja que 7 < 5m/4 < 37/2, logo, 57 /4 pertence
ao terceiro quadrante; entdo, tg(57/4) > 0. De acordo com
Figura |3} ao reduzir 57/4 ao primeiro quadrante, obtemos
a =57r/4 — 7 =n/4. Logo,

tg(5m/4) = tg(m/4) = 1. O
Exemplo 8. Encontre o dngulo « tal que 0° < o < 360°,

sena = —sen216° e cosa = cos216°.

Solucgao. Essa pergunta é diferente das anteriores, mas
podemos atacd-la de maneira similar. Primeiro, vamos
identificar o quadrante de 216°. Como 180° < 216° <
270°, temos sen(216) < 0 e cos(216) < 0. Entao, as igual-
dades do enunciado garantem que sen(«a) > 0 e cos(a) < 0.
Isso, juntamente com 0° < o < 360°, indica que « pertence
ao segundo quadrante.

Sejam-A = (1,0), A’ = (-1,0) e P o ponto do Cir-
culo Trigonométrico tal que AOP = 216° (com o arco
AP medido no sentido anti-hordrio, de A para P). Agora,
observe que a reducdo de 216° ao primeiro quadrante é
216° — 180° = 36°.

A fim de obter o ponto do segundo quadrante corres-
pondente a «, tomemos ) como o simétrico de P em
relagdo ao eixo z (veja a figura a seguir). Temos que
QOA’ = A'OP = 36°. Dai, AOQ = 180° — 36° = 144°.

Por fim, veja que o = 144° satisfaz as condigbes do
enunciado, pois

sen 144° = —sen216° e  cos144° = cos216°.

sen

I I
Q
1
144°
A0 [ L 365 A(1,0)
- 3657 0 cos
1
P
01 v

O

Exemplo 9. Se R = sen130° + cos130°. Decida, com
justificativa, se R € positivo, negativo ou igual a zero.

Solucao. A figura seguinte nos mostra um angulo de 130°,
juntamente com o arco correspondente sobre o Circulo
Trigonométrico. Veja que sen130° > 0 enquanto que
cos 130° < 0. Se B é o pé da perpendicular de P tracada
ao eixo x, temos
PB =sen130° e BO = —cos130°.
Logo,
R=PB - BO.

No tridangulo PBQ, temos que POB = 180° — 130° =
50°, de sorte que BPO = 40°. Como o menor lado de um
tridngulo é o oposto ao seu menor angulo, concluimos que
BO < PB. Logo, R > 0.

sen

I p

509 A(1,0)

COs

IIT v

O
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Exemplo 10. Calcule os valores de sen 1410°, cos 1410° e
tg 1410°.

Solugao. Neste caso, vamos primeiro calcular a menor de-
terminacao positiva de 1410°. Para isso, comegamos divi-
dindo 1410 por 360, obtendo

1410 = 3 - 360 + 330.
Logo, 1410° e 330° sao congruentes, de modo que

sen 1410° = sen330° e  cos1410° = cos 330°.

Agora, basta reduzir 330° ao primeiro quadrante. Ob-
servando que 270° < 330° < 360°, vemos que 0 arco cor-
respondente a 330° pertence ao quarto quadrante. FEn-
tao, revisitando a Figura [d] vemos que devemos tomar
a = 360° — 330° = 30°. Dessa forma, segue que

1

sen 1410° = sen 330° = —sen 30° = —3

c0s1410° = cos 330° = cos 30° =

o|%

3
tg 1410° = tg330° = —tg30° = —g, O

Exemplo 11. Lembre-se de que arcos complementares sdo
aqueles cuja soma € igual a /2 e suplementares sio aque-
les cuja soma € igual a w. Sabendo que o e 3 sGo comple-
mentares e que B e vy sdo suplementares, com cosy # 0,
calcule a razdo entre sena e cos~y.

Solucao. Como « e 3 sdo complementares, temos que o+
B = 5. No Médulo “Circulo Trigonométrico” vimos que
isso implica que sen o = cos 3.

Agora, B e ~ satisfazem g + v = m, de sorte que
fornece cos f = —cos~y. Entdo, sena = —cos~y e a razio
pedida ¢ igual a

sen « sen «

COS 7y —seno

Exemplo 12. Sabendo que senc = 3/5 ‘e que o pertence
ao sequndo quadrante, calcule os valores de cosa e tga.

Solugao. Recordemos que, pela relacao fundamental,

tem-se

2

sen?a +cos’a = 1.

Logo;

1
2oz:l—g 6

3\ 2
(—) 4cos’a=1 = cos 95 :%_

5

Como « pertence ao segundo quadrante, temos cos o <
0. Assim,

16 4
cosa = 5 = &
Por fim, temos
3/5 3
Y= Ty T

Exemplo 13. Na figura a seguir, temos um circulo de raio
1, com centro em O, e sabemos que os pontos P, O e
Q@ sdo colineares. Sabendo que o arco trigonométrico AP
mede 27 /3 radianos, calcule a drea do triangulo OCD.

sen

11 -

—_

COs

SR
o

111

Solucao 1. Inicialmente, observe que 2m/3 radianos cor-
respondem a 120°. Entao, temos

C = |sen(120°)] e OB =|cos(120°)].

Conforme calculado no Exemplo [0} tais igualdades forne-

cem
— V3 —— 1
oC =— OB = —.
2 2
Como P, O e @ sdo colineares, temos POB = D/O\Q7
pois sdo opostos pelo vértice. Consequentemente, seus
complementos também sao iguais, isto é, BPO = DQO.
Mas, como PO = QO, segue que os tridngulos OPB e
QOD sao congruentes, pelo caso “angulo, lado, dngulo™
Logo, OD = OB.
Assim, a drea do tridngulo OCD é igual a:

-0C-0D =

w‘%

DN | =
| &

O

DN |
N |

Solugdo 2. Temos COP = 120° — 90° = 30°. Como

OP = 1, observando o tridngulo COP temos
PC =sen30° e OC = cos30°.
Logo,
— 3
oc_ V3
2

Como na solugao anterior, concluimos que os tridngulos
COP e DOQ sao congruentes. Entdo, OD = PC e po-
demos calcular a area de OCD da mesma forma que na
primeira solugao. O

— 1
PC:§ (§]
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Exemplo 14. Sabendo que «a, 8 e~y sdo os angulos de um
triangulo nao retangulo, calcule o valor numérico da ex-
pressao

sen(a + )
sen 7y

R = +tg(a+ B+ 27) ctgla + B)

Solugao. Temos que o +  + v = 7. Logo,
sen(a + ) =sen(m — ) =seny
e, dafi,

sen(a+f3) seny 1
seny  seny

Por outro lado,

tg(a+ B+ 2y) =tg(r +7v) =tg,
a0 passo que
1 1 1

D) = ar s - ey

(Note que os calculos acima tém sentido, uma vez que 7y #
90° = cosy # 0.) Combinando os dois tltimos resultados,
temos que

tgy

tg(a+ B+ 2v) ctg(a+ B) = =—1.
( Jets(a+5) = o
Entéo, a expressdao do enunciado vale
R=1-1=0. O

Dicas para o Professor

Este médulo tem como pré-requisitos o bom entendi-
mento das nogdes geométricas de simetria (em relagio a
uma reta ou a um ponto) e conhecimentos bésicos sobre
congruéncia de tridngulos. B imprescindivel fazer varias fi-
guras e exemplos para que a reducio ao primeiro quadrante
se torne natural. Observe que as escolhas do dngulo « em
funcao de 3, feitas na Secdo [1] sdo consequéncias naturais
das simetrias encontradas. Por isso, melhor do que memo-
rizar as relacoes (2), (3) e (@) é sempre tentar visualizd-las.
De toda forma, apds usé-las véarias vezes, elas acabarao
sendo memorizadas.

Recomendamos que o professor aborde o conteido desta
aula em dois ou trés encontros de 50 minutos. A referéncia
[1] desenvolve os rudimentos de Trigonometria necessarios
a aplicagOes geométricas. A referéncia [2] traz um curso
completo de Trigonometria.

Sugestoes de Leitura Complementar

. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Vo-

lume 2: Geometria Fuclidiana Plana. SBM, Rio de
Janeiro, 2013.

. G. Iezzi Os Fundamentos da Matemdtica Elementar,

Volume 8: Trigonometria. Atual Editora, Rio de Ja-
neiro, 2013.
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