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1 Sequéncias elementares e pro-
gressoes aritméticas

Uma sequéncia infinita de nimeros reais é uma lista
ordenada infinita (a1,asq,as,...), em que cada a € R,
para cada k € N. De outro modo, podemos definir
uma sequéncia infinita de niimeros reais como uma fungao
a : N — R. Denotando a; = a(k) para cada k € N, temos
que as duas definigoes dadas acima coincidem. Doravante,
denotaremos uma sequéncia infinita qualquer de nimeros
reais por (ax)ren ou (ak)r>1-

Uma sequéncia finita de nimeros reais é uma lista or-
denada finita (a1, az,as, ..., a,), para algum n € N. Nesse
caso, n ¢ denominado o niimero de termos da sequéncia.
Se denotamos por I, o conjunto I, = {1,2,3,...,n},
também podemos definir uma sequéncia finita de n termos
reais como uma fungao a : I, — R, em que a(k) = ai
para cada k € I,,.

Em ambos os casos acima, cada um dos ntmeros reais
ar, ¢ um termo da sequéncia, por vezes denominado o k-
ésimo termo (em alusdo ao fato de que ele é o termo que
ocupa a posigao k).

Uma sequéncia (ag)r>1 ¢ dada por uma férmula po-
sicional se aj for dado por uma férmula em k. Vejamos
dois exemplos.

Exemplo 1. A sequéncia infinita (1,2,3,...) dos nimeros
naturais satisfaz a formula posicional ar = k para todo
keN.

Exemplo 2. A sequéncia infinita (1%2,22,3%...) dos
niimeros naturais obedece a férmula posicional ay-= k?
para todo k € N.

Uma férmula posicional para os termos de uma
sequéncia dada é um exemplo de lei de formacgao de
uma sequéncia. Outra possibilidade é que uma sequéncia
venha definida por recorréncia. Nesse caso, sao dados
um ou mais termos no inicio da-sequéncia, assim como
uma férmula que permite calcular um’ termo qualquer em
funcao dos termos anteriores a ele.

Exemplo 3. Considere a sequéncia (a)r>1 definida por

CL1:1
CL2:1
Apy2 = Q41 + ag, VE >1

Fazendo k = 1, obtemos a3 = a2 +a1 = 1+ 1 = 2; fa-
zendo k = 2, obtemosas = a3 +as =2+ 1 = 3. Prosse-
guindo dessa forma, podemos encontrar qualquer termo da
sequéncia a partir dos dois termos imediatamente anterio-
res, uma vez que estes tenham sido calculados.

Uma progressao aritmética, ou abreviadamente PA,
é qualquer sequéncia de numeros reais (finita ou infinita),
dada por uma recorréncia do tipo:

a; = a
p+1 =ar+7r, Vk>1. "’

onde a e r sdo numeros reais conhecidos. O numero r =
as —a; = a3z — as = ... ¢ denominado a razao da PA.
Por exemplo, as sequéncias dos ntimeros naturais impares
(1,3,5,...) e dos niimeros naturais pares (0,2,4,...) sdo
ambas PAs de razao igual a 2. A sequéncia dos multiplos
inteiros positivos de 3, isto é, (3,6,9,...), é uma PA de
razao 3. Mais geralmente, dado um nimero natural p, a
sequéncia (p, 2p, 3p, . . .), formada pelos multiplos positivos
de p, é uma PA de razao p.
Costumamos classificar uma PA (ag)r>1 como:

(i) Crescente, se ap41 > ag, Vk > 1.
(ii) Decrescente, se ar+1 < ag, Vk >1
(iii) Constante, se a1 = ag, Vk >'1.

Uma vez que a diferenga a1 = ay, € sempre igual a razao
r, concluimos imediatamente que a PA em questao é:

(i)’ Crescente, se 1> 0.
(ii)” Decrescente, se r < 0.
(iii)” Constante, se r = 0.
Os trés exemplos a seguir exercitam os conceitos acima.

Exemplo 4. Encontre todas as PAs crescentes, formadas

por trés termos tais que sua soma seja 24 e o seu produto
seja 440.

Solugao. Geralmente, utilizamos a notagéo (z—r,z, z+r)
para denotar uma PA de trés termos e com razao r. Como
a soma desses termos ¢ igual a 24, obtemos:

(=) +az+(z+y)=2d= 32 =24 =z =38.

Agora, como o produto dos trés termos é igual a 440, te-
mos:

(8—7’)-8-(8+7’):44O:>(8—r)~(8+7’):%

— 64— 12 =55
— 2 =9

—r=23.

Observe que, na ultima implicagao acima, obteriamos r =

3 ou r = —3; entretanto, como a PA procurada é crescente,
devemos ter r > 0, o que elimina a possibilidade r = —3.
Portanto, a PA procurada é (5,8, 11). O

A fim de que vocé possa apreciar adequadamente a sim-
plificagdo algébrica que a notagéo (x —r, z, x4 r) traz para
a solucao do problema anterior, sugerimos que o refaca
denotando a PA por (a,a + r,a + 2r).

Exemplo 5. Obtenha 5 nimeros em PA de tal modo que a
sua soma seja 25 e a soma dos seus cubos seja 3025.
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Solugao. Denotaremos os cinco termos em PA por x —2r,
x—r,x, z+71ex+2r, de sorte que r seja a razao. Dessa
forma, temos:

=2+ (@ —9F)+z+(z+9)+ (x+2F) =25
= Hx = 25 = 1 = 5.

Por outro lado, temos:
(x —7)% =23 = 32%r + 3ar? — 13,
r+7r) =x° 4+ 3x°r + 3xr° +1r°,
( )3 3 3 2 3 2 3

(x —2r)® = 2® — 62%r + 1220% — 8&°

(x4 2r)% = 2% + 62%r + 1221 4 83,

Somando membro a membro as cinco igualdades acima,
efetuando os cancelamentos que sao evidentes e usando a
hipé6tese de que a soma dos cubos dos cinco termos é igual
a 3025, obtemos:

52° + 30zr? = 3025.

Substituindo £ = 5 na equacao acima, chegamos a

o 2400

15072 = 3025 — 625 — r? = =— = 16.
" " T 150

Portanto, r =4 ou r = —4.

Por fim, com r = 4, concluimos que os nimeros pro-
curados sao 5 —2-4 = -3, 5—-4=1,5,54+4=9¢e
54 2-4 = 13. Observe que, se tomédssemos r = —4, ob-
terifamos 0s mesmos numeros, mas escritmos em ordem
decrescente. Contudo, é importante vocé perceber que
(-3,1,5,9,13) e (13,9,5,1,—3) sdo PAs distintas; apenas
os conjuntos de seus termos sdo iguais! O

Exemplo 6. Seja (ak)r>1 uma PA de razio r. Mostre que
as sequéncias (bi)rk>1 € (ck)k>1, definidas por by, = agy, e
cr = askp_1 para todo k > 1, também sao PA’s, mas ambas
de razao igual a 2r.

Solucgao. Inicialmente, observe que nao ha mistério
nas leis de formagao das sequéncias (by)r>1 € (Ck)k>1-
Elas s@o simplesmente as sequéncias (az,aq4,as,...) €
(al, as,as, . . )

Note agora que, para todo k£ > 1 inteiro, temos:

bet1 — bk = @g(py1) = A2k = A2k42 — A2k-

A fim de utilizar o fato de que (ag)r>1 é uma PA de razao
r, somamos e subtraimos o termo agy41 a diferenca asgpyo—
ask, obtendo:

br41 — br = aop42 — ask

(a2k4+2 — a2x+1) + (agk41 — azk)
=r+4+r=2r
Portanto, (bk)k>1 é uma PA de razao 2r.

A prova de que (cx)r>1 também é uma PA de razdo 2r
é analoga e serd deixada como exercicio. O

A seguir, estabelecemos algumas propriedades impor-
tantes das PAs, comegando por uma caracterizagao recur-
siwa das PAs que nao envolve sua razao.

Proposicdo 7. Uma sequéncia (ap)r>1 € uma PA se, e
somente se,

ag42 + ax = 2ak4+1, Vk > 1.
Prova. De fato, se (ax)r>1 ¢ uma PA derazao r, temos:
Q42 — Q41 =T = Q41 — af, Vk > 1.
Mas isso é o mesmo que
ap42 + ax = 2ak4+1, Vk > 1.

Reciprocamente, se agy2 +ar = 2axy1, Yk > 1, entao,
reescrevendo tal igualdade como agi2 — ax41 = ap4+1 —
ar, Vk > 1, concluimos que:

a2 —a1 =a3 —a = a4 — A3 = ....
Assimy (ag)r>1 6 uma PA de razéo r = as — a;. O

Observe que, em palavras, podemos resumir o resultado
anterior dizendo que as PAs sao exatamente as sequéncias
tais que, para cada trs termos consecutivos, o do meio é a
média aritmética dos outros dois.

Finalizamos esta segao com a seguinte proposicao, que
sera util para o calculo da soma de uma quantidade ar-
bitréria n de termos de uma PA.

Proposicao 8. Sejam (ar)r>1 uma PA en > 1 um inteiro.
(i) Sen é impar, digamos n = 2m — 1, entdo:

a1 +a, =as+an_1=...=2anm.

(i) Se n € par, digamos n = 2m, entdo:
ar+a, =a2+ap—1=...= Qmy + Am41-

Para dar uma ideia da demonstragao da proposicao
acima, suponha que n =7 =2-4 — 1. Temos:

a1 + a7 = (az — §) + (ag + §) = a2 + ag;
por sua vez,
az + ag = (a3 — ¥) + (as + ¥) = az + as
e, finalmente,
az +as = (ag — 9) + (as +7) = 2a4.

O caso geral segue exatamente a mesma linha de ra-
ciocinio, e serd novamente deixado como exercicio. (Al-
ternativamente, o leitor pode consultar uma qualquer das
referéncias listadas no final do material.)

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



2 Formulas para o termo geral e
para a soma dos termos de uma

PA

As férmulas colecionadas na proposicao abaixo sao co-
nhecidas como a férmula do termo geral e a férmula
da soma dos k primeiros termos de uma PA. Para
o enunciado do item (b), é conveniente introduzirmos a

notagao
> M
k=1

para denotar a soma a1 + as + -+ + an, (ou simplesmente
a1, quando n = 1). Aqui, a letra grega maiiscula ¥ cor-
responde ao nosso S (de soma), de sorte que () denota a
soma dos termos ag, com k variando de 1 a n.

Proposicdo 9. Seja (ak)r>1 uma PA de razdo r. Entdo,
valem:

(a) ap, = a1+ (k—1)r, Vk > 1.

(v) Z

Prova. Paraoitem (a), observe as k—1 igualdades abaixo,
que ocorrem porque (ay)g>1 ¢ uma PA:

Mvml,

as — a1 =7T
az —ag =T
as —az =7T

ag—1 — ag—2 =T
ap — Qp—1 = T.

Somando essas igualdades membro a membro e efetuando
cancelamentos possiveis, obtemos:

ag—a)=r—+r—+...+r,
N————

n—1 Vezes
ou seja,
ap =ay + (k—1)r.
Quanto a (b), seja Sy, Z ai. Temos
Sp,=a1+ax+...+ap-1+an,

e, escrevendo os mesmos termos na ordem inversa,
Sp=ap+apn_1+...+as+ai.

Somando membro a membro as duas igualdades acima,
obtemos

28, = (a1 +an)+(a2tan—1)+...+(an—1+a2)+(an+ay).

Agora, utilizando o resultado da Proposicao [8 obtemos
(seja n par ou fmpar):

2S, = (a1 +an)+ (a1 +an) + ...+ (a1 + an) + (a1 + an)

n VeZes

= 25, =n(a1 + an)

=5, = 7n(a12+a").

O
Uma forma alternativa de expressar a férmula para a
= Zak é obtida substituindo na férmula do

k=1
item (b) a expressao para o termo geral:

soma S,

- n(a; +a,) nlar+a1+ (n—1)r
Sn == ap = =
2 2
k=1
_ n[2a; —|—2(n —1)r] i n(n; 1)7°.

A seguir, discutimos algumas aplicagoes das férmulas
acima.

Exemplo 10. Cualcule o vigésimo termo da PA cujo pri-
meiro termo €5 e cuja razdo € 3.

Solucao. Utilizando o item (a) da Proposi¢ao[@ temos:
tz0 = ar+(20—1)-3=5+19-3 =5+ 57 = 62.
O

Exemplo 11. Calcule a soma dos quinze primeiros termos
da PA (3,7,11,...).

Solugao. Observe que a1 =3 er =7 —3 = 4. Agora,
pela observacéo feita logo apds a Proposicao @ temos:

1504
-z

=45415-7-4 =454 420 = 465.

15-14

5’15—15a1+T r=15-3+

O

Exemplo 12. Calcule a soma dos n primeiros nimeros
impares.

Solugao. Queremos calcular a soma S,,, dos n primeiros
termos da PA (1,3,5,...). Comoa; =ler=3—-1=2,
temos:

n=a+(n—-1)-2=14(n-1)-2=2n-1

e, dal,

(a1 +a,)n  (1+@2n—-1)n In? 5

2 - 2 -7

Sy =
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Alternativamente, utilizando uma vez mais a férmula
alternativa para S,,, deduzida logo apds a prova da pro-
posicao anterior, obtemos:

n(n—-1) = nin—1)
———r=n 1+T
=n+n(n—1)=mw+n?—w=n’

2

Sp, =naj +

O

Nosso tultimo exemplo é consideravelmente mais elabo-
rado, podendo ser omitido numa primeira leitura.

Exemplo 13. Mostre que os nimeros \/5, V3 e /5 nao

sao termos de uma mesma PA.

Prova. Suponha, por absurdo, que \/5, V3 e /5 sdo ter-
mos de uma PA, digamos (ax)r>1. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que (ax)r>1 € crescente. Assim, de-
vem existir m, n e p inteiros positivos taisque m < n <pe
A = \/5, ay, = \/g, ap = V5. Agora, utilizando a férmula
do termo geral, obtemos:

V2 =am, =a + (m—1)r

V3=apn=a+(n—1)r

Vi=a,=a;+(p—1)r
Manipulando as equacoes acima, obtemos:
VB=V2=[ar+ (n—1)r] = [gr+ (m— 1)r] = (n—m)r
e, analogamente,
V-2 = (p —m)r.
Dali, segue que

V3-V2 _ n-m
VEEV2  p—m

Agora, sendo o quociente de dois inteiros, o niimero o—m
é racional. Portanto, os calculos acima nos levaram a con-

cluir que ﬁ:g é um numero racional. Os argumentos que

apresentaremos a seguir mostrarao que isso é um absurdo.
Comegamos observando que

V3-v2  (V3-V2) (V5 +v?2)

VE—v2  (V5-v2) (V5 +V2)
V154 V6 — V10— 2
N 5—2
V1546 — V10— 2
— ; ,

Logo, temos que g:g é racional se, e somente se, v/ 15+

/6 — /10 é racional. Mas, se fosse V15 + V6 — 10 = a,

com a racional (e positivo), terfamos:

VI54+vV6 - V10 =a < V15+ V6 = a + V10
& (VIS +6) = (a+vI0):

& 1546+ 2v/90 = a® + 10+ 2aV10
& (2a — 6)v/10 =10 — o

Ha&, agora, duas possibilidades:

(i) 2a = 6 = 0: isso é o mesmo que a = 3, e fornece o
absurdo 0 - /10 = 10 — 3%

(ii) 2a — 6 # 0: entdo, a partir da udltima equivaléncia
acima, obtemos

10 — a?
V10 = .
2a — 6

Por suavez, isso também é um absurdo, uma vez que /10
7 . . — 2 7’ . 7
¢ irracional mas 120117“6 é racional (uma vez que a é ele

mesmo racional). O

Dicas para o Professor

Recomendamos que seja utilizada uma sessao de 50min
para discutir cada uma das se¢oes que compoem este mate-
rial. Na Sec¢ao [l chame a atencéo dos alunos para o modo
de escrever uma pequena quantidade de termos em PA
(pelo menos as que foram utilizadas nos exemplos @ e [{l),
pois, conforme mostrado, isso facilita bastante a solugao
de certos problemas). Na Segdo [2 antes de mostrar a
férmula da soma dos termos de uma PA qualquer, tente fa-
zer com que os alunos descubram por meios préprios (pos-
sivelmente com a sugestao de somar duas vezes, invertendo
a ordem das parcelas) o valor de S =1+2+34 ...+ 100,
pois isso vai servir de motivagao para o resultado mais ge-
ral.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos
exemplos e problemas, de variados graus de dificuldade,
relacionados ao contetido do presente material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar Vo-
lume 1: Numeros Reais, 22 Edi¢ao. Rio de Janeiro,
SBM, 2013.

2. G. lezzi, S. Hazzan. Os Fundamentos da Matemdtica
Elementar, Volume 4: Sequéncias, Matrizes, Deter-
mianantes, Sistemas. Sdo Paulo, Atual Editora, 2012.
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