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Neste material, utilizaremos as leis de limite discutidas
no material anterior para calcular alguns limites especificos
importantes. Em particular, generalizaremos amplamente os
exemplos 6 e 7 daquele material. Comecemos definindo um
tipo importante de funcéo.

Definicao 1. Uma fung¢do polinomial é uma func¢do f :
R — R do tipo

f({L‘) = amx™ + Cmelxmi1 +...+a1x + ao,

em que m € um natural fizado e ag,a1, . . . ,an, sdo reais também
fizados, sendo a,, # 0.

Nas notagoes da definicdo anterior, o natural m € deno-
minado o grau da fun¢do polinomial f.

Se m =1 e fizermos a1 = a # 0 e ap.= b, temos uma
fungdo f : R — R do tipo

flz)y=-az+b

a qual é ordinariamente chamada uma fun¢do afim. Por
outro lado, se m =2 e denotarmos a2 = a # 0, a1 = b e
ag = ¢, temos que f : R — R satisfaz

f(z)y = ax® + bz +c,

e usualmente dizemos que f é uma funcgdo (polinomial) de
segundo grau ou, ainda, uma fun¢iao quadratica.

Vemos, assim, que fung¢des polinomiais generalizam clas-
ses de funcoes estudadas em grande detalhe nos ciclos Fun-
damental e Médio de ensino.

Assim como ocorre com fungoes afins e quadréticas, seria
importante discutirmos o formato dos graficos de fungoes
polinomiais gerais, bem como procedimentos para encontrar,
se houver, pontos de maximo ou minimo de tais funcgoes.

Faremos isto quando estudarmos derivadas e suas aplica-
¢oes. Por ora, nos concentraremos no problema do calculo
de limites de fungdes polinomiais.
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Nesse sentido, no material anterior mostramos, no Exem-
plo 8, que se f(x) = ax? + bx + ¢ é uma fun¢io quadratica,
entao

lim f(z) = ax? + bxo + c,

r—xo

isto é, que

lim f(z) = f(zo).

Tr—To

Para fungoes polinomiais mais gerais, o resultado corres-
pondente é o seguinte.

Proposicdo 2. Dadas uma fung¢do polinomial f : R — R e
xo € R, tem-se
lim f(z) = f(xo).

Tr—To

Prova. Suponhamos que
f(x) = a’mxm + amflxmAI + . + a1x —|— ap

paratodo z € R, em que m éum natural fixado e ag,a1, ... ,am
sdo reais também fixados, com a,, # 0.

No material anterior, mostramos (cf. relagdo (8)) que,
para k € N fixado, tem-se

zlirgo b = 2k (1)

Comentamos também que, para uma funcdo g : R — R e
c € R fixado, vale a igualdade

lim cg(z) =c¢ lim g(z), (2)

T—rxQ T—TQ

contanto que lim,_,,, g(z) exista.
Observamos, ainda (cf. relagao (5)), que, dadas funcoes
fis-- s fn R —= R, tem-se
lim (fi(z) + ...+ fo(z)) =
T—T0
= Jim fi(@)+...+ lim fo(2),

3)

contanto que todos os limites do segundo membro existam.
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Combinando adequadamente as relagdes (M), @) e @),
calculamos lim;_,,, f(x) facilmente. Sendo, vejamos:
lim f(z) = lim (amz™ + am_12™ ' 4+ ...+ a1z + ap)
T—T0 T—T0

= lim apmz™ + lim am_12™ 4+ ...+ lim a2
Tr—To r—x0o Tr—T0o

+ lim ag
Tr—rTo

=ay, lim 2™+ apm_q1 lim 2™ ' +... + a1 lim x
T—xT0 T—To T—Zo

+ lim ag
Tr—To

= amzy + am_lxg‘*l +...+aizg ¥ ag
= f(@o)-
O

A fim de generalizar a discussao acima-de maneira ade-
quada, precisamos discutir mais alguns conceitos e resulta-
dos.

Se f(x) = ama™ + am_12™ L+ ..+ a1z + ag é uma
fungao polinomial dada, uma raiz ou zero (real) de f é um
real g tal que f(xo) =0.

Gragas ao fato de que a,, # 0, é possivel mostrar que f
tem no mdxrimo m raizes reais distintas.

Por exemplo, ja sabemos que fungoes de segundo grau
tém no maximo 2 raizes reais distintas. Ja para uma funcgao
de terceiro grau, digamos, f(z) = az® + bx? + cx + d, se xg
for uma raiz real de f, entao

f(x) = f(z) = f(xo)
= (ax® + bx? + cx + d) — (axd + bk + cxo + d)
=a(z® —23) + b(2® — 22) + c(x — x0)
= a(x — xo)(x® + wox + x3) + b(x — z0)(x + 20)

+ c(x — xo)

= (2 — 20)(a(z® + zox + 23) + b(x + 20) + ¢)
= (z — z9) (az® + (azo + b)z + (azf + bzy + ¢))
= (z — wo)g(x),
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em que g(x) = az?+ (axo+b)z + (axd + bro+c), uma fungio
de segundo grau. Portanto,

flx)=0& (x —x0)g(x) © =29 ou g(x)=0

Assim, como g, sendo de segundo grau, tem no maximo 2
raizes reais distintas (as quais podem ou néo ser iguais a xg),
concluimos que f tem no maximo 3 raizes reais distintas (que
seriam xg e 2 raizes reais distintas de g, as quais teriam de
ser diferentes de ).

Dada uma fungdo polinomial f, denotamos por R o con-
junto de suas raizes reais. Vimos acima que, se f tiver grau
m, entdo o conjunto Ry tem no maximo m elementos. Logo,
seu complemento em R, isto ¢, o conjunto R —R¢, é a unido
de no maximo m + 1 intervalos abertos.

A titulo de exemplo, se f(r) = z3 — 522 + 4, entdo 1 é
claramente uma raiz de f e, seguindo a discussao anterior,
obtemos facilmente

f(x) = (z =1)(a? —da—4).
Uma vez que as raizes de 22 —4x —4sdo 2+ 2\/5, temos
Rp={2-2v2,12+ 2}
e, dai,
R—Rp= (00,2 —2V2)U (2 -2v2,1)
U(1,2+V2) U (2+ V2, + o).

Estamos finalmente em condigoes de definir func¢des ra-
cionats. Em palavras, tais fungdes sao quocientes de duas
fungoes polinomiais. De maneira mais precisa, temos a se-
guinte

Definicdao 3. Uma fung¢do racional é uma fungao do tipo

A ™ + Q1™ 4+ a1z + ag

flw) = bz + by 121 + ...+ biz + by

em que m en sao naturais firados e ag,a1, - - . ,am, bo,b1, ... by
sdo reais também fizados, sendo ap,,b, # 0.
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Na defini¢do anterior, apesar de nao termos explicitado
o dominio de f a fim de chamar atengcdo para a férmula
que define f(z), é agora féicil observar que tal dominio é
R —Rp, em que h: R — R é a funcao polinomial dada por
h(x) = bpx™ + by_12™ 1 4+ ... + by + bo.

Em particular, para explicitar o dominio de uma fungéo
racional, temos de ser capazes de calcular as raizes da fungao
polinomial do denominador.

O limite que queremos estabelecer generaliza a proposi¢ao
anterior.

Proposicdo 4. Dadas uma funcdo racional f + D — R e
xg € D, tem-se

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Prova. Seja f(z) = (I) em que g(z) = Ay 8+ am 1™+
.+a1x+aoeh( = bz +bn_1x"_1—|—...—|—b1m+b0,
com ay,b, # 0.
Vimos, no item (b) da Proposi¢do 5 do material anterior
que

A

g((L‘) _ hmwﬁwo g(x)’ (4)

lim f(z) = lim

T—T0 eozo h(z)  limg g, h(z)

contanto que limy, 4, g(z) e lim,_,,, h(z) existam, sendo
este tultimo diferente de 0.
Por outro lado, a suposi¢ao de que g € D, o dominio de
f, garante que x¢ nao é raiz de h, ou seja, h(xp) # 0. Além
disso, a proposi¢ao anterior da
lim g(z) =g(xo) e lim h(xz) = h(xo). (5)

T—rxQ T—rxQ

Combinando @) e (@), obtemos por fim

i f(o) = 4% = fao)

O

Em exemplos numéricos, é um trabalho completamente
mecanico calcular o limite de uma func¢ao polinomial ou o
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limite de um funcao racional em um ponto de seu dominio.
Vejamos um

12—4fc+1

Exemplo 5. Calcule lim, .o BT

Solugdo. Como 2% —5-22 4+ 4= —8 # 0, temos

o2 —dr+1 22 —4.24+1 -3 3
lim = ===,
z—2 73 — 52 4+4 28-5.2244 -8 8

O

Se f(z) = Z%i; ¢ uma fun¢fo racional e zp°€ R é uma
raiz de h, pode ser que ainda possamos calcular lim, ., f(z).

Contudo, certamente esse célculo ndo d4 ZE?E; como resposta,

simplesmente pelo fato de que h(zg) = 0'e ndo é possivel
dividir por 0.
Por exemplo, suponha que queiramos calcular

. x?=dx+3
lim ————~
z—1 23 — ha2 +4

A chave para fazé-lo é recordar que, conceitualmente, o

limite
¥, /@)

diz respeito ao comportamento de f(x) quando x se aprozima
de xg, mantendo-se diferente de xy. Assim, sendo, ji vimos
que lim,_,,, f(z), ainda que exista, pode ndo ser igual a
[ (o).

Isto posto, e voltando ao limite que desejamos calcular,
perceba que 1 é raiz ndo s6 de 2° — 522 + 4, mas também de
2% — 42 + 3. Além disso, mostramos anteriormente que

23— 52?2 + 4= (x—1)(2? — 4z — 4),
e a teoria sobre trinémios de segundo grau garante que

v? —dx+3 = (x —1)(x - 3).
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Portanto, para x # 1, tem-se

2 —dzx+3 (-1 -3) x-3
w3 —522+4 (z—1)(22 —4dx—4) 22—4dx—4

Agora, note que 1 ndo é raiz de 2 —4x — 4, o que nos per-
mite utilizar o resultado da proposicao anterior para calcular
o limite desejado. Vejamos:

lim x2—4x+3: o z—3

=173 —br2 +4  2—1722—4x —4
. 1-3
C12-4-1-4
_ —2_2
===

Para o préximo exemplo, sejam dados um intervalo I C
R, um ponto a € I e uma fungdo f.: I — {a} — R, com
lim, ., f(z) = £.

Se £ > 0, o lema de permanéncia do sinal, estudado no
material anterior, garante que, diminuindo o intervalo I, se
necessario, podemos supor que f(z) > 0 para z € I — {a}.

Assumindo que este é o caso, o nimero /f(x) tem sen-
tido aritmético, de sorte que podemos considerar a func¢ao

x el —{a} — /f(x).

E possivel mostrar que o limite

lim +/ f(x)

r—a

existe. Assumindo este fato, o resultado que nos interessa é
a seguinte

Proposicdo 6. Seja dada uma fungdo f : I —{a} — [0,4 c0).
Se lim, o f(x) = £, com £ > 0, entdo

lim /f(z) = V.

r—a
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Solugdo. Comecemos definindo a fungdo F : I — {a} —

[0, + 00) por F(z) = +/f(z), e denotando
L = lim F(x).

r—a

Como F(z) > 0 para todo = € I — {a}, aplicando nova-
mente o lema de permanéncia do sinal concluimos que L > 0.
Realmente, se fosse L < 0, entdao aquele resultado garantiria
que deveriamos ter F(z) < 0 para € I — {a} suficiente-
mente préximo de a, o que nao é o caso.

Por outro lado, uma vez que F(z)? = f(z), temos

lim f(z) = lim F(z)? = lim F(z) - lim F(x)

Tr—a Tr—a Tr—a r—a
2
= (hm F(a:)) .
r—a

Entao, substituindo lim,_,, f(z).= ¢ lim,_,, F(z) = L,
obtemos a equagao (em L)

(=T2
Como L > 0, a tnica solucéo possivel é L = /. Assim,

lim F(z) = L = V.

r—a

O

Combinando os resultados discutidos até aqui, agora é
simples calcular um limite como

y 22 —4x +3
im \/ ————.
z—=1\ 23 —bz2 +4

Realmente, ja vimos que

. 2 —4x+3 2>O
im ————— = = )
=123 —bx2+4 T

Portanto, gragas a proposi¢ao anterior, temos
i 22 —4r +3 \F
mi/ ———=—=14/=.
z—1 V a3 —5a? +4 7
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Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em um encontro
de 50 minutos.

Para além dos resultados discutidos aqui, é importante
que vocé proponha mais problemas envolvendo limites de
fungoes polinomiais, racionais e raizes quadradas de fungoes
com limites positivos, a fim de sedimentar, nos alunos, os
contetidos estudados.

Caso vocé nao consiga elaborar alguns problemas nesse
sentido, as sugestoes de leitura complementar, listadas a se-
guir, trazem varios deles.

Uma vez mais, no momento da discussdo das soluc¢oes,
insista para que aqueles alunos que apresentarem solugoes
corretas venham a lousa, expd-las aos colegas.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo. Colegao Prof-
mat. Editora S.B.M., Rio de Janeiro, 2015.

2. G. B. Thomas; et. ral. Cdlculo, vol.1. Pearson, Sao
Paulo, 2014.
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