Material Teérico - Mdédulo Sistemas Lineares e Geometria Analitica
Sistemas com duas variaveis
Terceiro Ano do Ensino Médio

Autor: Prof. Fabricio Siqueira Benevides
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

"7/ PORTAL'DA
MATEMATICA

OBMEP



1 Sistemas com duas variaveis

Neste médulo, mostramos como interpretar geometrica-
mente as solugoes de sistemas lineares; nesta primeira aula,
centraremos nossa atencdo em sistemas de duas varidveis.
Com algumas das ferramentas que ja estudamos no médulo
de Geometria Analitica e no médulo sobre Sistemas Line-
ares, o caso de duas varidveis torna-se bastante simples e
o trataremos rapidamente.

Lembre-se de que uma equagao do tipo ax + by = ¢,
onde a e b ndo sdo ambos nulos (ou seja, (a,b) # (0,0)),
define uma reta no plano cartesiano xOy. Mais precisa-
mente, o conjunto dos pontos (z,y) que sdo solugdes dessa
equacao formam uma reta do plano. Considere, entdo,
um sistema linear com duas equagoes e duas variaveis, na
forma padrao:

ar+biy=c1
azx 4+ boy = co

Vamos assumir que (ai,b1) # (0,0) e (az,b2) # (0,0)
(caso contrério, uma das equagbes poderia ser eliminada e
poderiamos concluir que o sistema é impossivel ou indeter-
minando, conforme estudamos no médulo sobre sistemas
lineares). Sendo assim, cada equagédo do sistema determina
uma reta no plano cartesiano; vamos chamé-las de r; e ro;
respectivamente.

Os pontos (z,y) do plano que sdo solugdes do sistema séao
solugoes de ambas as equacgdes e, portanto, devem perten-
cer a ambas as retas. Por outro lado, no plano euclidiano
hé apenas trés possiveis casos para as posi¢oes relativas de
duas retas, quais sejam, elas podem ser: paralelas, coinci-
dentes ou concorrentes (veja a Figura [I).

Estas trés situacoes podem ser interpretadas como segue:

(a) Se r1 e ry sdo concorrentes, entdo elas se intersectam
em um Unico ponto. Neste caso, esse ponto é a tnica
solucdo do sistema, o qual € possivel e determinado.

(b) Se r1 e ry sdo paralelas, entdo elas ndo possuem ne-
nhum ponto em comum. Neste caso, nao hé solucdes,
e o sistema é impossivel.

(¢c) Sery e ry sdo coincidentes, ou Seja, sdo a mesma reta,
entao qualquer ponto delas é uma solucao do sistema.
Neste caso, ha infinitas solugoes, e o sistema é possivel
e indeterminado.

Vamos chamar de 6; e 65 os angulos que as retas r e
r9, respectivamente, formam com o eixo horizontal (eixo-
x), medidos no sentido anti-hordrio partindo do sentido
positivo do eixo-x em diregdo a cada reta. Veja que, para
cada i € {1,2}, temos 0° < 6; < 180°. Lembre-se ainda,
das aulas de Geometria Analitica, que se b; # 0 entdo 6;
satisfaz tg (6;) = —a;/b;. Ademais, se b; = 0, entdo, como
(ai,b;) # (0,0), temos que a; # 0 e r; é uma reta vertical
(ou seja, 6; = 90°).
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Figura 1: posigoes relativas de duas retas: (a) concorren-
tes, (b) paralelas, (c) coincidentes.

E claro que r1 e ro sA0 concorrentes se, e somente se,
0, # 6> Afirmamos agora que isso acontece se, e somente
se, a1bs — azb; # 0. Considere primeiro o caso em que
b1 # 0 e ba # 0. Neste caso, uma vez que 0 < 6; < 180° e
0 < 65 < 180°, temos

albg—agbl#()@%#%
1 2

& tg(61) # tg(62)
& 04 #92

Resta tratar o caso em que by = 0 ou bs = 0. Sem perda
de generalidade, assuma que b; = 0. Neste caso, 7 = 90°;
ademais, a; tem que ser diferente de zero, pois (a1,b1) #
(0,0). Entéo, nessa situagao,

albg—a2b1§£0<:>b27£0<:>92§£900.

Logo, 61 # 65 se, e s6 se, a1by — asb; # 0, 0 que prova a
afirmacao.

A discussdo acima garante que 0s casos em que ri e
ro sao paralelas ou coincidentes acontecem exatamente
quando

albg — a2b1 =0. (1)

Para distinguir entre qual desses dois casos acontece, basta
observar que as retas serao coincidentes se, e s6 se, existir
uma contante real nao nula k tal que a1 = kas, by = kbo
e c¢1 = kca, ou seja, tal que a primeira equacao é obtida
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multiplicando-se a segunda equagao por k. Se isso aconte-
cer, ndo apenas a equagao ([I)) serd satisfeita, como também
a equacao ajce — azc; = 0. Reciprocamente, nao é dificil
mostrar que, se vale ajca — ase; = 0 e vale a equacao (),
entao existe uma constante £ como acima.

Em resumo, concluimos que os casos (a)—(c) acima acon-
tecem precisamente quando as retas correspondentes sdo:

(a) (Concorrentes) a1ba — agby # 0.
(b) (Paralelas) a1b2 — CLle =0e a1Co — A2Cq 7§ 0.

(¢) (Coincidentes) aibs — agby = 0 e ajca — age; = 0.
Equivalentemente, existe k # 0 tal que a; = kas, by =
kbg e Ccp = kCQ.

Por fim, veja que quando as, bs e co sdo todos diferentes
de zero, os casos acima podem ser reescritos de forma mais
simples e natural:

(a) (Concorrentes) “ # b—l
a bg

b
(b) (Paralelas) @ # a
ba 2

a2

(¢) (Coincidentes) e b — L

az by e
Exemplo 1. Sédo dadas, no plano cartesiano, as retas bz —
Ty = 32 e 2z + 8y = 27. Obtenha a equacdo da reta que
forma um dngulo de 45° com o eizo horizontal (medido
como no texto) e passa pelo ponto de interse¢io das duas
retas dadas.

Solucao. Evidentemente, uma possivel solu¢do consiste
em obter a solugdo (zg,yo) do sistema linear

or — Ty = 32
20+ 8y =27

calculando em seguida a equagao da reta desejada.

Alternativamente, observe que, para todo ntimero real
k, a reta de equacao Skx — Tky = 32k também passa por
(z0,¥0), de sorte que o mesmo ocorre com a reta

(5k + 2)x+(=Tk +8)y = 32k + 27

(obtida-somando membro a membro as igualdades 5kz —
Tky = 32k e 2¢ + 8y = 27). Basta, entdo, escolher k de

forma que
ok +2

7k —38
Resolvendo a ultima equagao acima, obtemos k = 5, de
forma que a equacao desejada é

= tg45° = 1.

(5:-5+2)z+ (—=7-5+8)y=32-5+27,

ou ainda

27Tx — 2Ty = 187.

Dicas para o Professor

Esta material pode ser apresentado em conjunto com
o material seguinte, sobre sistemas de trés variaveis. O
contetido conjunto pode ser coberto em duas aulas de 50
min.
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