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Dando continuidade ao estudo de equacgoes do segundo
grau, discutiremos duas relagoes importantes entre suas raizes
(quando estas forem reais) e seus coeficientes. Ainda su-
pondo que existam raizes reais, veremos outras formas co-
muns de escrever a equac¢ao, bem como alguns problemas
nos quais o objetivo maior nao ¢é simplesmente resolver a
equagao, mas fazer uso das relagdes mencionadas acima.

1 Relagoes entre coeficientes e raizes

Além da férmula de Bhaskara, as duas relacoes mais im-
portantes e famosas sobre equacoes de segundo grau sao as
formulas para a soma e para o produto de suas raizes em
funcdo de seus coeficientes. Deduziremos tais férmulas nesta
secao. Para tanto, comecemos recordando. alguns fatos cole-
cionados no material anterior.

Consideremos a equacao ax? + br +c = 0, onde a # 0.
Lembre-se de que A = b% — 4ac é seu discriminante e que,
quando A < 0, ela ndo possui rafzes reais. Assim, daqui em
diante assumiremos que A > 0, e denotaremos por z e T2 as
raizes (reais) da equagdo, obtidas pela férmula de Bhaskara:

b+ VA _—b—VA W
N 2a ¢ = 2a

No caso em que A > 0, os nlimeros x; € Ty Sao raizes
distintas da equagao. No caso em que A = 0, os valores de
1 e xo sao iguais. Nesse caso, conforme ja mencionamos
no material da aula anterior, convencionamos dizer que esse
valor comum é uma raiz dupla, ou uma raiz de multiplicidade
dois ou, ainda, que a equacao tem duas raizes iguais. Com
isso em mente, a0 usarmos a expressao “soma das raizes” nos
referiremos sempre ao valor da soma x; + x5, mesmo no caso
em que x; = x3. De outra forma, a soma é feita considerando
a multiplicidade das raizes, e uma raiz dupla contribui para
a soma duas vezes. Analogamente, o “produto das raizes”
sempre se referird ao nimero xxs.

De posse das convengoes acima, para obter a soma das
raizes basta somar membro a membro as igualdades em :

1
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xr1 + T =

2a 2a
_ b+ B) + (-b— VE)
2a
-2 b
T 22 a

Da mesma forma, para obter o produto das raizes, basta
multiplicar membro a membro as igualdades em e usar
o produto notavel da soma pela diferenca de dois numeros
para facilitar os calculos:

SR

T1T2 = (

2a 2a
_ (b +VA) (b VA)
4a?
(b= (VAP -A
N 4a? T 4a?
_ W — (,bZ— 4ac)
4a?

. 4ac ¢

40?2 o

A seguir, resumimos os calculos acima:

Se a # 0 e a equacdo ax? + bx + ¢ = 0, tiver
raizes reais, possivelmente iguais, entao sua
soma vale —b/a e seu produto vale c/a.

Essas relacoes sao conhecidas como as férmulas de Viéte,
em homenagem ao matematico francés Frangois Viete (1540-
1603), seu descobridor. Nelas, fique atento ao sinal negativo
na expressao para a soma das raizes e positivo na expressao
para o produto das mesmas!
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Observacao 1. Quando vocé estudar nitmeros complexos,
verd (no médulo Equagoes Algébricas-Propriedades das Rai-
zes, do Terceiro Ano do Ensino Médio) que as férmulas de
Viete continuam vélidas quando considerarmos as raizes com-
plexas de uma equagao de segundo grau, desde que levemos
em conta suas multiplicidades.

Exemplo 2. Encontre a soma e o produto das raizes de cada
uma das sequintes equagoes de segundo grau:

(a) 322+ 11z +7=0.
(b)
(c) % — 122 =0.
(d)

Solugao.

22 —6x+9=0.

16 — 4z — 22 = 0.

(a) Aqui, a = 3, b = 11 e ¢ = 7, de forma que obtemos
diretamente que a soma das raizes é —b/a = —11/3 e o
produto é ¢/a = 7/3." Veja que isso é bem mais répido
do que se tivéssemos primeiro que calcular cada uma das
raizes para, depois, efetuar suas soma e produto.

(b) Como a = 1 b= =6 e ¢ = 9, a soma das raizes é
—(—=6)/1 =6 e o produto é 9/1 = 9. Este item merece
que discutamos um pouco mais o resultado obtido. Veja
que, aqui, temos A = 0 e, usando a férmula de Bhaskara,
vemos que 3 é uma raiz dupla. Por isso, a soma das
raizes (com multiplicidade) é igual a 3+ 3 = 6, enquanto
o produto € igual a 3-3 =9.

(¢) Note que a = 1, b = —12 e ¢ = 0. Nesse caso, a soma
das rafzes é —(—12)/1 = 12 e produto é 0/1 = 0. De
fato, as raizes sao 0 e 12.

(d) Cuidado, pois, a equacao esta escrita em uma ordem néo

usual: veja que a = —1, b= —4 e ¢ = 16. Sendo assim,
a soma das raizes é —(—4)/(—1) = —4 e o produto é
16/(—1) = —16.
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Voltando & equacdo genérica ax? + bx + ¢ = 0, veja que,
como a # 0, temos a seguinte equivaléncia:

b
ax2—|—bx—|—c=O<:>x2+f+E=O.
a a

Agora, denotando por S e P, respectivamente, o valor da
soma e do produto das raizes, temos S = —b/a e P = ¢/a,
de sorte que a tdltima equacao acima pode ser escrita como:

2 — Sz 4+ P=0. (2)

Essa maneira de “ver” a equacdo de segundo grau az? +
bx + ¢ = 0 é bastante util se quisermos tentar encontrar
suas raizes “por inspecdo’, isto é, semutilizar a férmula de
Bhaskara.

Por exemplo, para encontrar as raizes da equacdo x2 —
52 + 6 = 0, basta (de acordo com (2))) procurarmos dois
nimeros reais cuja soma seja igual a 5 e cujo produto seja
igual a 6. Apds um momento de reflexdo (e algumas tentati-
vas e erros), percebemos que os numeros procurados sao 2 e
3, de forma que esses dois nimeros sao as raizes da equagao.
E claro que esse método nao é muito 1til se os coeficientes
forem muito grandes ou se as raizes nao forem nimeros in-
teiros. Por outro lado, lembre-se de que, mesmo quando as
raizes forem nimeros inteiros, estes podem ser positivos ou
negativos.

Exemplo 3. Sabendo que as raizes da equacdo x2+2x—15 =
0 sdo niumeros inteiros, encontre-as sem usar a formula de
Bhaskara.

Solucao. Veja que a soma das raizes é igual a —2 e seu pro-
duto é igual a —15. Como o produto é negativo e as raizes
sao reais, uma delas deve ser positiva e a outra negativa.
Ademais, ambas pertencem ao conjunto dos divisores de 15:
{-15,-5,-3,-1,1,3,5,15}. Uma andlise de casos mostra
que, para a soma ser —2 e o produto ser —15, as raizes pre-
cisam ser —5 e 3. O
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A equacao também pode ser utilizada para solucionar
o seguinte problema inverso: dados dois nimeros reais, en-
contrar uma equacao de segundo grau que tenha esses dois
ndmeros por raize

Exemplo 4. Escreva uma equagao de seqgundo grau que tenha
como raizes os numero —20 e 4.

Solugdo. A soma das raizes deve ser S = (—20) +4 = —16
e o produto deve ser P = (—20) - 4 = —80. Assim; uma
equacdo que resolve o problema é 22 — Sz + P = 0, ou seja,
x? — (—16)x + (—80) = 0. Simplificando, obtemos:

% + 16z — 80 = 0.
O

Observacao 5. A solugdo do problema anterior ndo ¢é tnica.
De fato, hé infinitas outras equagoes de segundo grau que
também tém os nimeros —20-e 4 como raizes. Por exemplo,
2224322 —160 = 0 é uma /delas. Em geral, basta multiplicar
os dois lados de 22 + 162z — 80 = 0 por qualquer nimero
real diferente de zero. Além disso, poderiamos reordenar os
termos, passd-los de um lado para o outro (claro, invertendo
seus sinais!), fatorar-um dos lados da equagéo, etc. Por outro
lado, a solucdo que obtivemos ¢ a tinica no formato 2 — Sz -+
P=0.

A comparacdo entre as duas solugbes que apresentare-
mos-ao préximo exemplo deixa muito clara a vantagem da
utilizagao-das férmulas de Viete.

Exemplo 6. Sendo u e v as raizes da equacao
2?2 =5 +3=0,

escreva uma equacao de sequndo grau cujas raizes sejam u+1
ev+1.

LObserve que pelo recurso a esse problema inverso é que seu professor
consegue criar rapidamente uma equacao de segundo grau para a qual
ele j4 conhece as solugGes.
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Solugao 1. Note que a equagao do enunciado ja estd no
formado 22 — Sz + P = 0 (em particular, atente para o fato
de que o coeficiente de 22 ¢ igual a 1). Sendo assim, a soma
das raizes é u+ v =5 e o produto delas é uv = 3.

Para construir uma equagao com raizes v+ 1 e v + 1,
basta ver que:

(u+1D)+(w+1)=(ut+v)+2=7

(u+Dw+1)=uw+ (u+v)+1=34+5+1=09.
Assim, uma equacao que satisfaz o enunciado é:
2’ — Tz +9=0
O

Solugao 2. O discriminante da equacdo z? — 5z +3 = 0 é
A = (-5)?2 —4-1-3 =13, logo, suas rafzes sao

5+ /13 5—413
UZT e v T;

assim,

7+ V13 7—+/13
u+1:Tev = —

Denotando S’ = (u+ 1)+ (v+1) e P = (u+1)(v+1),

temos
S,:7+ﬁ§+7—>ﬁ§ _
2 2
e
pr_ (THVI3) (7T V13
B 2 2
_ VIS _49-13
4 4
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De acordo com (com S’ no lugar de S e P’ no lugar de
P), vemos que a equacdo de segundo grau cujas raizes sao
ut+lev+1éx?—S2+ P =0, ouseja:

22— Tr+9=0.
O

Exemplo 7. Indique qual das equacgoes abaixo possui como
raizes os numeros r1 =3 e x9 = 1/3:

(a) 32? +10z +3=0.
(b) =322 +10+3=0.
(c) a2+ B +1=0.
(d) —2*+ Pz -1=0.
Solugao. COHIOLL'l-I-{EQ:?)—‘r%:LgO ex1-$2:3-%:17
segue de que uma equagao possivel é:
10z
2
——+1=0.
T 3 +

Observe que, multiplicando essa equacao por —1, obtemos a
equacdo do item (d). Além disso, nenhum dos demais itens
resolve o problema; de fato, as equagoes dos itens (a) e (¢)
nao servem, pois ambas possuem como soma de suas raizes o
ntmero —10/3; o.item (b) também nao é solucdo, pois possui
como produto de suas raizes o nimero 3/(—3) = —1.
Portanto, a resposta correta é o item (d). O

Exemplo 8. Resolva o sequinte sistema de equagdes:
w2 4+v2=20
u+v =6.

Solucgao. Inicialmente, a ideia é usar as equacoes dadas para
obter um sistema da forma

uwv = P
u+v =26,
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o qual ja sabemos (por ) resolver: u e v serao as raizes da
equagao de segundo grau

2> — Px+6=0.
Para tanto, veja que

2uv = (u+v)? — (u? + v?)
=62 —20 =16,

logo, uv = 8. Dessa forma, u e v sdo as raizes da equacao do
segundo grau
2’ — 62 +8=0.

Tais raizes sao 2 e 4, de forma que u =2ev=6—2 =14, ou
u=4ev=6—-4=2. O

A seguir, temos um exemplo mais sofisticado de aplicagao
das férmulas de Viete, retirado da referéncia [1] e que foi
proposto numa das edigoes-da- Olimpiada Cearense de Ma-
tematica (OCM), para o Ensino Fundamental.

Exemplo 9 (OCM). Sejam p-e q reais dados. Se as raizes da
equacio ©2 4+ px + ¢ = 0 forem reais, positivas e distintas,
mostre que o mesmo ocorre com as raizes da equacdo qr? +
(p—2q)z+ (1—p)=0.

Prova. Note inicialmente que ¢ # 0, pois do contrario a
equacio z2 + px + ¢ = 0 se reduziria a 2 + px = 0 e, daf,
teria uma raiz igual a 0, contradizendo nossas hipoteses.

Agora, sejam A e A’ os discriminantes dos trinémios 22+
pr4q=0e gz’ + (p— 2¢)x + (1 — p), respectivamente.
Mostremos primeiro que A’ > 0, o que garantird que as
raizes da segunda equagao também sao reais e distintas.

Como a equacio z2 + pr + ¢ = 0 tem raizes reais e dis-
tintas, temos A = p? — 4¢g > 0. Logo,

A" = (p—2q)* —4q(1 —p)
=p® —4q+4¢°
= A +4¢*> > 0.
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Para mostrar que as raizes de gz +(p—2¢)x+(1—p) =0
sdo positivas, basta mostrarmos que a soma S’ e o produto P’
das mesmas sdo ambos positivos (pois essa é a Uinica maneira
de dois nimeros reais terem soma e produto positivos). Ora,
uma vez que as raizes da equacdo 22 4pzxr+q = 0 sdo positivas,
as férmulas de Viete garantem que —p > 0 e ¢ > 0. Portanto,
novamente por elas, temos

2_
=T _9 TPy
q
¢ 1 1
p=-"P_2,"P
q q q

O

2 A forma fatorada de um trinomio
de segundo grau

Substituindo S por x1 + a2 ¢ P por z1x9 em e fato-
rando a expressao obtida, obtém-se uma terceira maneira de
expressar nossa equacao original z2 — Sz + P = 0. Vejamos:

2

22— Sr+P=0 <= 22— (1 +22)x+ (x122) =0

= x2—m1x—x2x+x1x2:0
— z(x—x1) —x2(x —21) =0
<~ (x—x1)(x —x2) =0.

A expressao (z —x1)(x — x2) = 0 é conhecida como a forma
fatorada da equagao de segundo grau.

Recorde que o produto de dois niimeros reais é zero se e
s6 se um deles for zero. Logo, a igualdade acima acontece se
esbésexr—x; =0oux—xe =0, ou seja, quando x = x; ou
x = x2 (como era esperado, ji que estas sdo as Unicas raizes
da equagdo original).

De modo mais geral, uma expressao do tipo az? +bx +c,
pode ser escrita como a(z? + ga: + £) que, por sua vez, pode
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ser fatorada como a(x — z1)(z — z2), onde x1 e x2 sdo as
raizes da equacdo ax? + bx + c = 0. Assim,

az® +br +c=alx — z1)(x — 29). (3)

Exemplo 10. Encontre a forma fatorada dos trinémios de
sequndo grau x% — 8z + 15 e z? + 2z — 15.

Solugao. Inicialmente, observe que a equacao de segundo
grau x2 — 8r + 15 = 0 tem raizes 3 e 5 (pois 3+ 5 =8 e
3-5=15). Entdo, (3) d4

2 — 8z +15= (z — 3)(z — 5).

Da mesma forma, procurando dois inteiros com soma —2
e produto —15, encontramos (possivelmente apds alguma
tentativa e erro) 3 e —5. Portanto, essas sdo as raizes da
equacdo z2 + 2z — 15 = 0, de sorte que, aplicando novamente
(3), obtemos

22+ 22— 15 = (z — 3)(x —(-5)) = (z — 3)(x +5).

A discussao que levou a deixa claro que
2+ (y +e)r+yz = (x+y)(z+2).

Tal fatoragdo € (com justiga!) conhecida como a identidade
de Viete e, por vezes, é util em problemas envolvendo pro-
dutos notaveis. Vejamos dois exemplos.

Exemplo 11. Encontre todos os inteiros y e z tais que
Yy + z 4+ yz = 100.
Solugao. Fazendo z = 1 na identidade de Viete, obtemos
I+y+z+yz=>10+y)(1+2);

entao, somando 1 a ambos os membros da equacao do enun-
ciado, obtemos
(14 y)(1+ z) = 101.
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Como 101 < 121 = 112, temos /101 < 11; entdo, pelo
crivo de Eratdstenes (veja a video-aula e o material sobre
numeros primos, no 62 ano do Ensino Fundamental), ou 101
é primo ou possui um fator primo menor que 11. Nesse
ultimo caso, 101 seria divisivel por um dos nimeros 2, 3, 5
ou 7, o que nao ¢é o caso; portanto, 101 é primo.

Assim, as unicas maneiras de termos (1+y)(1+2z) = 101
sao as listadas abaixo:

l+y=1 1+y=101
1+z=101 " 1+2z=1 ’
1+y=-1 1+y=-101
1+2z=-101 ~ 14+2=+1 g
as quais dao as solugoes (y, z) = (0, 100), (100, 0), (—2, —102),
(—102, —2). O

O préximo exemplo é mais dificil e utiliza a identidade
de Viete como pista para encontrar uma solugao.

Exemplo 12. Mostre que, para todos os reais x, y, z, tem-se
da(x +y)(x+ 2)(x +y+2) +y?22 > 0.

Solugao. A presenga do produto (x + y)(z + z) sugere pen-
sar na identidade de Viete, especialmente quando vemos que
z(z+y+2) =224 (y+2)z. Juntando essas duas observagoes,
podemos escrever

do(z +y)(z +2)(z+y+2) =

=4z +y)(r+2)z(z+y+2)

=4(2® + (y+ 2)z + y2) (° + (y + 2)2)

=4(2% + (y+ 2)z +yz) (° + (y + 2)2)
—

=4(u+yz)u

= du* + du(yz).
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Entao,

da(z +y) (@ +2)(@ +y +2) + 972" =
= 4u® + du(yz) + (y2)°
= (2u+yz)? > 0.

Dicas para o Professor

Sugerimos que o contetido desta aula seja tratadoem dois
encontros de 50 minutos e que, além disso, seja dedicado
outro encontro para a resolugao de exercicios mais avancados.
O Caderno de Exercicios deste médulo, em especial, possui
uma grande quantidade de exercicios ja resolvidos e que nao
sdo meras aplicagoes da férmula de Bhaskara.

Formulas para a soma e o produto das raizes de uma
equagao polinomial de grau qualquer também sao conheci-
das. Para um polinémio p(x) = anz™ + ... + a1 + ag, a
soma das raizes de p(x) =0 éigual a ~a,_1/a,, enquanto
o produto das raizes é igual a (—1)"ap/a,. Existem, ainda,
relacoes dos demais coeficientes com outras somas de produ-
tos das raizes. Taistelacoes, sao conhecidas como as relagoes
de Girard-Viéte e generalizam as relagoes de Viete aqui dis-
cutidas.

A referéncia [1] discute equagdes de segundo grau exausti-
vamente. A referéncia [2] discute nimeros complexos e equa-
¢Oes polinomiais de graus quaisquer, também exaustivamen-
te.
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