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Neste material, continuaremos apresentando aplicacoes
do Pequeno Teorema de Fermat.

Exemplo 1. Encontre todos os nimeros primos p tais que p
divide 3P + 2023.

Solugao. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que 3 =
3 (mod p), logo, p | (3? — 3). Escrevendo 3P + 2023 = 3? — 3+
2026 temos que p | (37 + 2023) se, e somente se, p | 2026.

Agora, observe que 2026 = 2-1013. Além disso, utilizando
os critérios de divisibilidade, podemos ver facilmente que 1013
nao é divisivel por 2, 3, 5, 7 e 11. Analisando a divisibilidade
de 1013 pelos demais primos menores ou iguaisa 31 — veja
que 322 = 1024 > 1013 — obtemos:

101313 1013[17 .1013[19
103[77 16359 63153
12 10 6
1013[23 1013[29 1013|31
93|44 14334 83 [ 32
1 27 21

Assim, pelo crivo de Eratodstenes, concluimos que 1013 é
primo.

Dessa forma, os niimeros primos p tais que p divide 3P +
2023 (que coincidem com aqueles tais que p | 2026 = 2 - 1013)
sao p=2ep = 1013. O

Exemplo 2. ‘Se p e g sdo primos distintos, prove que pq divide
pItt g -1

Solugiao. Como p e ¢ sdo primos distintos, temos mdc (p,q) =
1, logo, podemos aplicar o Pequeno Teorema de Fermat para
obter p?~! = 1 (mod q). Assim, ¢ divide p?~! — 1. Como ¢
claramente divide ¢P~!, pois p > 1, temos que ¢ divide

P =14 =T P - L
Repetindo o argumento acima trocando ¢ por p, obtemos que
p também divide p?=1 + ¢P~1 — 1.

Entéo, como p e g dividem p?~! + ¢?~1 — 1 e sdo primos
entre si, concluimos que pq divide p9=! 4 ¢P~1 — 1. O
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Exemplo 3. Encontre todos os inteiros positivos n tais que
n| (3" —2m).

Solugdo. E claro que 1 | (31 — 21). Entdo, suponhamos que
n > 1 divide 3" — 2.

Consideremos p, o menor nimero primo que divide n.
Assim, p | (3" — 2™), ou seja, 3" = 2" (mod p).

Note que p > 3, pois, se p = 2, obterfamos 2 | 3" (o que é
impossivel) e, se p = 3, obterfamos 3 | 2" (novamente uma
contradicdo).

Sendo p > 3, o Pequeno Teorema de Fermat garante que

2°~1 =1 (modp) e 3! = 1 (mod p),

o que acarreta 37~! = 2P~ (mod p).

Agora, veja que p — 1 nao pode possuir um fator primo
em comum com n, pois se isso acontecesse, esse fator primo
seria menor do que p — 1, logo, menor do que p, e dividiria
n, contrariando o fato de p ser-o menor primo que divide n.
Portanto, mdc (n,p — 1) = 1,e.a relagio de Bézout garante a
existéncia de a e b inteiros positivos tais que

an =b(p—1)+ 1.

Juntando todas as informacoes que obtivemos acima e
aplicando o Pequeno Teorema de Fermat, temos que

3" = 2" (modp) = (3")* = (2")* (mod p)
= 3%" = 2" (mod p)
:> 3b(p71)+1 = 2b(p71)+1 (modp)
— (3P 1H)%.3 = (2P"1)%. 2 (mod p)
— 1°.3=1"-2(modp)
= 3 =2(modp).
Assim, p | (3—2), de modo que p = 1, o que é um absurdo

(pois p é primo). Portanto, ndo existe inteiro n > 1 tal que n
divida 3™ — 2. O

Exemplo 4 (Roménia). Sejam p e q primos, com q # 5. Se q
divide 2P + 3P, entdo q > p.
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Solugao. E claro que ¢ # 2 e ¢ # 3; por exemplo, se ¢ |
(2P + 3P) e ¢ = 3, entdo 3 | (2P 4 3P), o que implicaria 3 | 27,
um absurdo.

Como g # 5 por hipétese, temos ¢ > 5. Assim, podemos
assumir p > 5, pois se p < 5, obtemos imediatamente p <
5<q.

Suponhamos, por contradicao, que ¢ < p. Desse modo,
obtemos ¢ — 1 < p e, dai, mdc(q — 1,p) = 1. Utilizando
novamente a relacdo de Bézout, garantimos a existéncia de r
e s inteiros positivos tais que

pr=(qg—1)s+1.
Ademais, como ¢ é impar, temos (¢ — 1)s 41 impar, logo, r é
impar.

Utilizando a hipdtese de que g | (22 + 3?), obtemos 2P =
—3P (mod q). Mas af,

2P = —3P (mod q) = (2P)" = (=3")" (mod q)
= 27" = =3P (mod q)
= 20@ s+l = _3(a=Ds+1 (104 ¢)
= (2771)*.2=—(371)* . 3 (mod q)
= 1°-2=-1°-3(mod q)
— 2= —-3(modg),
em que aplicamos o' Pequeno Teorema de Fermat na pentltima
implicagao acima.
Por fim, a dltima congruéncia acima implica ¢ | 5, o que

é um-absurdo. Logo, nao podemos ter ¢ < p, de sorte que
devemos ter g > p. O

Exemplo 5 (Estados Unidos). Seja p um nidmero primo dado.
Prove que existem infinitos numeros inteiros positivos n tais

que p | (2" —n).

Solucao. Uma vez que, para todo n inteiro positivo par,
temos que 2 | (2" — n), podemos supor que p > 2.

Sendo p > 2, temos mdc(2,p) = 1, logo, o Pequeno
Teorema de Fermat garante que 2P~! = 1 (modp). Agora,
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para todo k inteiro positivo, considere ¢ = p — 1 + kp. Assim,
temos

2P~ =1 (mod p) = (2P~ 1) = 19 (mod p)
— 2(P=1D9 =1 (mod p)
= 2P979 = 1 (mod p).
Por outro lado, como ¢ = —1 (mod p), temos que

pg—q=—q=1(modp).
Entédo, juntando essa congruéncia com a anterior, obtemos
2P79 =1 = pg — p (mod p),
de sorte que
Pl (2777 = (pg —q))-

Assim, para n = pg—q = p(p= 1+ kp), com k € N, temos
que p | (2" — n). O
Exemplo 6 (Olimpiada Balcanica). Prove que a equacdo y> =
x® — 4 ndo possui solucdes inteiras.

Solugdo. Suponha que exista um par de inteiros (x,y) tal
que % — 2% +4 = 0.-Analisando a equacdo médulo 11, temos
que, se = 0 (mod11), entao
x =0 (mod 11) = 2° = 0 (mod 11)
— > —2° +4=19°+4(mod11)
— 0=y +4(mod11)
— y?> = —4 =7 (mod 11).

Por outro lado, temos as seguintes alternativas para os
restos da divis@o de um quadrado perfeito por 11:

y = 40 (mod 11) = y* = 0 (mod 11);

y = £1 (mod 11) :>y fl(modll);

y==+2(mod1l) = 4 (mod 11);

y = £3(mod 11) = (mod 11);
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y =44 (mod 11) = y* = 16 = 5 (mod 11);
y ==45(mod11) = y* = 25 = 3 (mod 11);
y =6 (mod11) = y? =36 = 3 (mod 11).

Desse modo, ndo existe y inteiro tal que y? = 7 (mod 11).
Logo, x # 0 (mod 11). Assim, mdc (z,11) = 1 e podemos apli-
car o pequeno teorema de Fermat para obter 1Y = 1 (mod 11).
Mas af,

' =1(mod11) = 11| (2" - 1)

= 11 (2” +1) (" —1)
= 11| (2° +1) ou 11 (2° = 1),
pois 11 é primo.

Entdo, concluimos que 2% = 1(mod 11) ou % = —1 (mod 11).
Portanto,

ou
O:y2—x5+45y2—(_1)+4:y2+5(m0d11)’

de sorte que y? = —3= 8 (mod 11) ou y*> = —5 = 6 (mod 11).
Entretanto,ja vimos acima que nenhum quadrado perfeito
deixa resto 6 ou8 quando dividido por 11.

Concluimos, assim, que a equacdo y? = x° — 4 nio possui
solugoes inteiras. O

Exemplo 7 (IMO). Encontre os nimeros inteiros que sao
relativamente primos com todos os numeros da sequéncia

an =2"4+3"+6" - 1.

Solugdo. Veja que az = 22 + 32 + 62 — 1 =48, logo, 2 | as e
3| az. No que segue, mostraremos que para qualquer nimero
primo p > 5, vale p | ap—2. Desse modo, o tnico inteiro
relativamente primo com todos os termos da sequéncia é 1.
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Para o que falta, sendo p > 5 primo, temos, gragas ao
Pequeno Teorema de Fermat, que 2P~ = 1 (mod p), 3P~ =
1 (modp) e 6P~1 =1 (mod p).

Por outro lado, como mdc (2,p) = 1, existem a e r in-
teiros tais que 2a + pr = 1, o que implica 2a = 1 (mod p).
Analogamente, como mdc (3,p) =1 e mdc (6,p) = 1, garanti-
mos a existéncia de b e ¢ inteiros tais que 3b = 1 (modp) e
6¢ = 1 (mod p). Logo,

2P~1 =1 (modp) = 2P"2 -2 = 1 (mod p)
= 2772 . 20 = a (mod p)
— 2772 .1 = a(mod p)
= 272 = g (mod p).
De modo inteiramente analogo, obtemos.37~2 = b (mod p) e
6P7~2 = ¢ (modp).
Agora, veja que, também modulo p,
6(a+b+ c) = 6a+6b+ 6¢
=3-2a+2-3b+6¢
=3-1+2-1+1
=3+2+1
=6.
Asgsim, como . mdc (6,p) = 1, podemos cancelar o 6 na con-
gruéncia 6(a+b + ¢) = 6 (modp) para obter a + b+ ¢ =

1(mod p). Portanto, somando as congruéncias 2°~2 = a (mod p),
3772 = b (mod p) e 6°~2 = ¢ (mod p), obtemos

2072 1 3772 L 672 =a+ b+ c=1(modp),
logo,
apo = =2 41 3p=2 L P2 _1=1-1= 0 (mod p).

Concluimos, assim, que p | a,—2, conforme precisdvamos
mostrar. O
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Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas quatro sessoes de 50min
para expor o conteido deste material. Recomendamos forte-
mente que os alunos tentem encontrar solugdes para os pro-
blemas apresentados neste material utilizando meios préprios.
Se, depois de certo tempo, os alunos nao conseguirem apresen-
tar uma solugdo para determinado problema, dé dicas antes
de apresentar a solugao completa.

Alguns dos exemplos aqui discutidos aparecem-ma re-
feréncia [1]. Remetemos o leitor a ela para outros‘exemplos
interessantes.

Sugestoes de Leitura Complementar

1 A. C. Muniz Neto. Tédpicos-de Matemdtica Elementar,
Volume 5: Teoria dos Numeros, terceira edicao. Rio de
Janeiro, SBM, 2022.
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