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Neste material, apresentaremos alguns problemas mais
elaborados, cujas solugbes ainda envolvem as identidades
trigonométricas conhecidas como formulas de adicao e trans-
formacdo em produto, que foram deduzidas em aulas anterio-

res.
Exemplos
Exemplo 1 (IME). Todos os arcos entre 0 e 2w que satisfazem
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Solugao. Temos que
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Agora, observe que
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Assim, obtemos
1 . N V3 ( W) . 57
nx— — — <sen(x— — nl—
Seng — o > cosT + sen (T — - sem( 5
Agora, observe o circulo trigonométrico abaixo.
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Concluimos que, para = entre 0 e 27, temos

1 V3 T 51
senxf§>cosx+7<:>sen(x77) >sen | —
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Desse modo, a alternativa correta é a da letra (c). O

Exemplo 2 (FUVEST). E dada a funcio f: [0,7] — R
definida por f(z) = sen*x + cos? x, para todo x € [0,7].

(a) Apresente trés valores x € [0,7] para os quais f(x) = 1.

(b) Determine os valores x € [0y7] para osrquais f(x) =

co| ot

(¢) Determine os valores ¥ € [0,m] para os quais

f(z) " 3sen(2z) _ 5
> T s %

Solugao.

(a) Podemos escrever

f(z) = sen z + cos =

2 2 2

= sen* z + cos* z 4 2sen® z cos® z — 2sen? z cos?

2
= (sen®z + cos®)” — 2sen® wcos® x

=12 —2sen?zcos’

=1—2sen® zcos? x.
Por outro lado, temos que sen(2x) = 2sen x cosx, o que
implica sen?(2z) = 4sen? x cos? z. Dai, segue que
2
sen”(2x
2sen? zcos? x = J

2
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Portanto, obtemos

B sen?(2x)
flz)y=1- —

Para encontrar valores x € [0,7] para os quais f(z) = 1,
fazemos )
sen”(2x
L= f() =1 - D)
2
donde obtemos
sen?(2z) = 0.

Mas x € [0,7] se, e somente se, 2z € [0,27]. Portanto,
sen(2z) = 0 se, e somente se, 2z = 0, 2z =7 ou 2z = 27,
ouseja, x =0, z = T ou x = m. Esses sdo os trés valores

de x € [0,7] para os quais f(z) =1.

(b) Repetindo a ideia do item anterior, desejamos encontrar

valores de z € [0,7] para os quais f(z) = 3 isto é,

Logo,

ou seja,

o[%

3
sen(2z) = - ou sen(2z) = ——.

Mas z € [0,7] se, e somente se, 2z € [0,27]. Portanto,

2
sen(2z) = 5 se e somente se, 2x = g ou 2x = ?ﬂ e
3 4 5
sen(2z) = ——5 se e somente se, 2x = % ou 2z = %
5
Portanto, f(z) = 3 se, e somente se, r = %, T = g,
27 o
r=—ouzr=—.
3 6
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(¢) Observe que

f(z) n 3sen(2z) > 5

2 8 8

1 sen?(2z) 3sen(2x) _ 5
371 3w 8
sen?(2z)  3sen(2z) 1 <
4 8 8~

= 2sen?(2x) — 3sen(2z) +1 <

Y%

0

0.
Fazendo y = sen(2x), temos que

on (2
f(;)+3bez( z) 2§<:>Qy2—3y+1§0.

Mas o conjunto verdade da inequacdo 232 —3y+1 < 0 em
R é o intervalo [1/2,1]. Portanto, procuramos os nimeros
reais x € [0,7], tais que 5 <sen(2z) < 1. Observando
com atencdo o circulo trigonométrico abaixo, percebemos
que os valores de x € [0,7] para os quais 3 <sen(2z) <1

sao precisamente os valores de x tais que

om

51 T
— —<z<

< < — .
Sksg 2-">71

o

Portante; coneluimos que, se x € [0,7], entao

f(z) n 3sen(2x)

5
> g > g TE [w/12,57/12].
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Exemplo 3 (ITA). Sabendo que tg(a+ ) = —2 e que sena =
(4 - \/5) sen(f), em que a,f € (0,7/2), calcule

(50
. <a+ﬂ> . (a—,@) . 2
gl )l tg<a+ﬂ)'
2

2tgx
1—tg2x

Solugao. Vamos utilizar a férmula tg(2z) = para

= L‘gﬁ Fazendo isso, obtemos

—2:tg(a+ﬂ):tg(2-a+ﬂ>

2
2tg (252

1— tg? (a—;rﬁ)

Fazendo y = tg (O‘Tw), temos que y > 0, uma vez que
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0< a—;rﬂ < %. Além disso, temos que
_ %
=1,
Resolvendo essa equagdo do segundo grau em y e impondo a
condi¢do y > 0, obtemos

<a+5> 1445
tg =y = .

s = 2" —2y—2=0.

2 2

Para calcular tg (%lg), utilizaremos as férmulas tg p+tgq =

% tgp —tgq = j‘;?;#le Com efeito, fazendo p =
‘”Beq— 8 obtemos p+qg=a,p—q= e
senq
o (25) () o))
() ()
cos (L;ﬂ) cos (%ﬁ)
sen o
- sen 3
=4- /5.

Fazendo y = tg (D‘+B> ez =tg (a B), a ultima equacao

acima nos da
y+z
=4 \Vie=y+z=04—-V5y—(4—Vb)z

Yy—z

— (5-V5)z=(3-V5)y
_ (3= VB) (1 + V)

2(5 - V/5)

—2+2V6
~2(5—5)
VBl
-z

Z=—,

5
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ou seja,

@<“ﬂ>zV?

2 5
Finalmente, dividindo z por y, obtemos

tg (0‘5> V5

2 _ 5
a+f 1++5
tg( 2 ) 5
V52 V51
T 5 1+v5 Vh-1
~ 2V5(V5—-1)
5.4
546
10

O

Exemplo 4 (ITA). Sejam A= cosa+cosfS e B =sena —
senf3, o,f € R. Calcule sen(a — 8) em funcgio de A e B,
sabendo que A e B sdo ndo nulos.

Solugao. Sendo A =cosa+-cos S e B =sena—sen 3, temos

AB = (cosa + cos () (sen « — sen 3)
= coslasen o — cos asen f3
+-cos Bsen o — cos B sen 3
_2senacosa  2sen f3cosf3
B 2 2
+ sen acos § — cos asen 3
_ sen(2a)  sen(25) + sen(a— B)
2 2
_sen(2a) —sen(2p3)
B 2
Por outro lado, utilizando a férmula de transformagio em
produto

_ P—q p+q
senp —senq = 2sen 7 cos 5 ,
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obtemos

sen(2a) — sen(28) = 2sen <20‘225> cos <20[72L2B
= 2sen(a — B) cos(a + ),
logo,
Ap = 2020 —sB) | g
_ 2sen(a — f3) cos(a + 3) + sen(a — B)

2
= sen(a — ) cos(a + 3) + sen(a— )
= Sen(a — ﬂ) [COS(OZ + B) + 1] .

Além disso, temos

A? + B? = (cosa + cos B)° + (sen o/ — sen 3)*
= cos? a +2cosa cos 3+ cos® 3
+sen? a — 2sen asen 8 + sen? 3
= cos? o + sen?a + cos? 3 + sen? 3
4+ 2cosacos 5 — 2sen asen 8
=1+ 1+ 2(cosacos S — sen asen )
=2+ 2cos(a + B),

donde obtemos

2 2 _
cos(a+ ) = %

Dai, segue que

A2+BQ—2_A?+B2
2 o 2

1+cos(a+p)=1+

Portanto,

A? + B?

AB = sen(a — ) 5

)
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Agora, como A e B sdo ambos nio nulos, temos que A% + B2
também o é. Assim, obtemos

2AB
Sen(a — ﬁ) = m

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para expor o contetdo deste material. Antes de apresentar
os exemplos, recomendamos que o professor faca uma revisao
sobre as formulas de adigdo e transformacdo em produto.
Também recomendamos que alguns exemplos mais simples
sejam apresentados antes de explorar os exemplos deste ma-
terial. Por fim, reforgcamos a recomendagao de que os alunos
reservem um tempo para pensar nos problemas antes que
sejam apresentadas solugdes para os mesmos.
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