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Nesta aula de exercicios, apresentaremos alguns resultados
e problemas relativos ao calculo do limite de um quociente,
x
lim f(@)
~ g(z)
T —=a,r—a ouzx—al.
No caso em que f/g é uma funcdo racional, isto é, f e
g sdo polindmios, seguird da nossa discussao que qualquer
limite lateral de f/g existe (ainda que seja infinito).

, sendo “~ 7 qualquer uma das simbologias a seguir,

1 Funcoes racionais

De acordo com a Proposicao 4 (um corolario da regra do

quociente) da aula Aplicagio das Leis do médule anterior, se

r é uma funcdo racional, entdo lim r(z) pode ser calculado
r—a

por meio de uma mera substituicdo, caso-a seja um ponto no
dominio mazimal de definicao da fungao TB lim r(x) = r(a).
T—a
Dessa forma, vejamos dois exemplos com auséncia dessa
hip6tese simplificadora.
3 2
z° —x—4
Exemplo 1. Calcule lim ———.
P o2 22 37 — 10
Solugao. Perceba que o ponto 2 nao pertence ao dominio
. ~ . . 3_42_4
maximal da funcio racional 7 definida por 7(z) = =25,
uma vez que aquele ponto é uma raiz do polinémio do de-
nominador: 2% 432 — 10 = 0. Isso nos impede de utilizar
diretamente a regra do quociente. Por outro lado, como
23 =22 — 4 =0, 2 também é uma raiz do polinémio do
numerador, de sorte que x — 2 é um fator comum daqueles
polinémiof?} De fato, vale 2° — 2% —4 = (z — 2)(2? + z + 2)
e 2?2+ 3x — 10 = (v — 2)(z + 5), de modo que, para cada x
no dominio de r (isto é, para cada x # 2), temos

2 —a? -4 (22’ +x+2) 2®+ax+2
r24+32x-10  (2—27(z+5) x+5

Lembre-se de que, se r = f/g, entdo o dominio maximal D, da
funcdo r consiste do complementar do conjunto das raizes de g, ou seja,
D, = {z € R|g(x) # 0}.

2Vide, adiante, Teorema de D’Alembert.
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Perceba que expressamos a fungdo r em termos de uma fungao
racional que, agora, admite 2 como um ponto no seu dominio
(nesse caso, recuperamos a hipdtese simplificadoral). Isso
nos permite levar o calculo adiante, por meio da regra da
substituicao:

. owd—axr—4 22+ +2
im ——— = lim ————
z—=222+3x—-10 =>2 z+5
224242
245
_8
==

O

Em geral, se f e g sdo polinémios tais que f(a) = g(a) = 0,
é possivel obter fatoragdes f(z) = (. —a)F(z) e g(z) =
(z — a)G(x), com F e G também polindmios; por sua vez,
iSso nos permite escrever

lim 7f(x) = lim M—F(x) = lim 7F(x)’
wha glz)  eve (e Glz) o Ola)
caso os limites existam.

A “técnica” acima se apoia no seguinte resultado, conhe-
cido como o teste da raiz.

Teorema 2 (D'Alembert). Um polinomio p(x) admite o nimero
real.a.como raiz se, e somente se, p(x) € divisivel por  — a.

De outro modo, vale p(a) = 0 se, e sd se, existe um polindmio
P(x) tal que p(x) = (x — a)P(x).

Prova. Para todo j natural, temos a fatoracao
2 —al = (z - a)pj.(z),

i—1 1
em que p;q(z) = > 7_5 21 7*a". Realmente,
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j—1
(x —a)pja(z) = (z—a) ij_l_kak
k=0
j—1 j—1
= xej_l_kak — aij_l_kak
k=0 k=0

j—1 j—1
_ E $j_kak _ § ::L‘]_l_kak+1
k=0 k=0

=2 — o,

uma vez que as demais parcelas dos dois somatoérios cancelam-
o .
se. Portanto, se p(x) = ijo a;x?, temos

p(z) — pla) = Zajxj = Zajaj

=0 =0

aj(@’ = a’)

[
NE

<.
I
—

I
M=

a;(z —a)pj.a(z)

<
I
—

=(z—a))_a;pjal2),
j=1

de forma que p(z) = (z — a)P(z) + p(a), em que P(x) =
Z;Zl a;pj,q(x). Dai, é imediato que p(a) = 0 se, e somente
se, p(z) = (x — a)P(x). O

Corolério 3. Se p(x) € um polindmio ndo identicamente nulo
e a é um nidmero real, entdo existe um dnico inteiro nao-
negativo k para o qual p(x) = (x — a)*Q(z), sendo Q(x) um
polindmio satisfazendo Q(a) # 0.

Prova. Seja n o grau do polindmio p. Se a ndo é uma raiz de
p, tome k =0 e @ = p. Se a é uma raiz de p, o conjunto A dos
ndmeros naturais m tais que (x — a)™ divide p(z) é ndo-vazio,
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pois 1 € A, pelo Teorema de D’Alembert, e cada um dos
seus elementos nao supera n (o grau do divisor ndo supera
o grau do dividendo, se o dividendo nao for identicamente
nulo). Portanto, o conjunto A admite um maior elemento
k, de forma que p(x) = (z — a)*Q(z), para algum polinémio

(z). S6 falta verificar que Q(a) # 0. Ora, se tivéssemos

(a) =0, o Teorema de D’Alembert nos permitiria escrever
Q(z) = (x — a)R(z), para algum polinémio R(z), implicando
p(z) = (z — a)FT1R(x), ou seja, (v — a)*+! dividiria p(x),
contradizendo a maximalidade de k. Portanto, Q(a) # 0,
como queriamos.

Nas condigbes do corolario acima, diremos que k é a mul-
tiplicidade de a como uma raiz de p(x)lﬂ o que denotaremos
por k = m, . Para efeito de ilustracao, em relacdao aos po-
lindmios f(z) = 2® — 22 —4 e g(z) = 2% + 37— 10, analisados
no primeiro exemplo, encontramos ms y = Mg 4 = 1.

Com essa terminologia, se f e g sdo polindmios, a discussao
do limite lim,_,, % se resume a analise das multiplicidades

de a como raizes de f e g:

1. Se mq,y > myq 4, teremos limzﬁa e ; = 0 (grosso modo,
quando x — a, f tende a zero mais rapidamente que
9)-

2. Caso as multiplicidades coincidam, mq, 5 = mq 4 = k, 0
cancelamento do fator (z — a)* nos permitira aplicar a
regra da substituigdo (como no Exemplo (1))).

0, quando x — a, nos indicando que lim
r—ra

9(x)
400. Como veremos abaixo, embora o limite bilate-
)

ral lim,_,, % possa nao existir, os limites laterais

) existem e sdo infinitos.

: fz)
lim,_,,+ e

3Perceba que as expressoes “a é raiz de multiplicidade 0 de p” e “a
néo é raiz de p” sdo sin6nimas.
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O ponto 3 é o unico que exige resultados auxiliares em
seu tratamento. Retornaremos a essa questdao logo apds o

Exemplo 4. Determine as assintotas verticais para o grifico
1—=x

da fungio f definida pela regra f(x) = o
2 — 21 —

Solugao. Lembre-se de que a reta vertical x = a é uma
assintota vertical para o grafico de f se algum limite lateral de
f em a for infinito: lim, ,,- f(x) = £oo ou lim,_,.+ f(z) =
+o0.

Sendo 2?2 — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3), temos que R {—1,3}
é 0 dominio maximal de defini¢do da fungao f, de onde segue
que as possiveis assintotas verticais para o grafico de f sao
asretasx = —lexz=3.

Comecemos analisando o limite lateral & direita de f
no ponto 3. Primeiramente, se x >3, entao o denominador
(x+1)(z—3) é positivo, a0 mesmo-tempo.em que o numerador
1—x é negativo. Assim, pela regra dos sinais, f(z) é negativo,
para todo x maior que 3. Como (x +1)(z — 3) tende a 0
e 1 —z tende a —2, quando x — 3%, esperamos que |f(z)]
tenda a +o0o quando x — 3%, 0 que nos leva a conclusdo de
que IH?+ f(x) = —o0, confirmando que a reta z = 3 é uma

xr

assintota vertical para o grafico de f.
Muito embora justificar formalmente que lim+ flx) =
r—3

—o0 nao seja complicado, omitiremos tal justificativa aqui,
pelo fato dela ser um caso particular do nosso préximo resul-
tado, a saber, a Proposig¢ao
De modo similar, podemos verificar que lirgl f(z) =400
T—>o"

e, mais ainda, lim f(z) = o0, de onde se vé que a reta
rz——1F

x = —1 também é uma assintota vertical para o grafico de f.

Esbogamos tal grafico na figura a seguir.

O

Proposicdo 5. Sejam lim f(z) = k # 0 e lim g(z) = 0.
r—ra r—ra

Suponhamos que, para todo x suficientemente proximo de a

(e diferente de a), g(x) tenha um mesmo sinal (positivo ou
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fl@) =

Assintotas verticais para o gréafico de f

negativo). Assim, se 0 € {—,+} € o sinal de kg(x) (para
aqueles x prézimos de a), entdo

lim f(@)

a—a g(x)

Valem resultados andlogos com. limites laterais.

Se escrevemos lim g(z) = 07 (resp. lim g(z) = 07) caso
r—a r—a
g(z) tenda a 0 por valores positivos (resp. negativos), quando

x tende ao ponto a, a proposicao anterior nos sugere as
seguintes convengoes:

k 400, se k >0, k —00, se k > 0,

0F | —oo,se k0 0 | 4oosek<0

E importante frisar que as expressoes 0% nao tém sen-
tido aritmético (s@o apenas abreviagdes), mas possibilitam
estender a validade da regra do limite do quociente nas
condigdes previstas na Proposi¢ao [5} Por exemplo, em re-
feréncia a fungdo f(z) = ﬁf_g do exemplo anterior, temos
lim, ., 1+ 952:75—3 o% = —00.

A proposicao acima é uma consequéncia do resultado a
seguir, uma versao para limites do seguinte fato intuitivo: o
inverso de uma quantidade cada vez menor é cada vez maior.

Teorema 6. Suponhamos que h seja uma fungdo definida
num intervalo aberto perfurado I\ {a}, com h(z) > 0, para
cada x € I\ {a}. Entdo,
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1
}}l}I}lh(l’) :Oﬁigm = +00.

Analogamente, se h(z) <0, para cada x € I\ {a}, entao,

Jm h(z) =0 & lim 575 ==

Ademais, valem resultados similares com limites laterais.

Prova. Vamos utilizar a defini¢do de limite, provando que,
se h é positiva em I\ {a}, entéo ilgz h(z) =0= ;l_I)I}l ) "
+00. (A validade dos demais limites pode ser estabelecida de
modo andlogo.)

Para tal, devemos verificar que, dado M > 0 arbitraria-
mente, existe § > 0talquez € 1,0 < |[z—al <0 = ﬁ > M.

Ora, como h é positiva, a desigualdade TL@ > M equivale

a h(z) < 7. Sendo illg h(z) = 0, tomamos ¢ = 1/M na

definicao de limite para obter § >0 satisfazendo x € 1,0 <
|z —a| < 8= |h(z)— 0| < 57, ouseja, z € 1,0 < |z —a| <
0= % > M, como queriamos. O

Prova da Proposicao Para fixar as ideias, podemos su-
por que k é negativo e g(x) é positivo, para todo x suficiente-
mente préoximo de.a (com x # a). Devemos, entdo, provar

Primeiramente, tomando h = g/ f, afirmamos que h(z) <
0, para todo z suficientemente préximo de a. Com efeito,
como lim,_,, f(z) = k < 0, o lema de permanéncia do si-
nal (veja o Lema 4 da aula Leis do Limite - Parte 1) nos
garante que f(x) < 0, para todo x suficientemente préximo
de a, de onde segue a afirmacao. Pela regra do quociente,

vem lim h(z) = 0, o que, pelo teorema anterior, nos da
Tr—a
limg,_,, o = %% isto é, lim, ., @) = —o0
As demonstracoes dos demais casos sao analogas. O

Agora, se f e g sdo fungdes polinomiais com f(a) # 0 e
g(a) = 0, afirmamos que
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lim @ = +4o0

T—a~ g(.’l?)

(z)

lim ——= =
sat g(x)
(z

) = (z = a)"G(z),G(a) # 0

Para isso, basta escrever g

(@)
(vide Corolario . Desse modo, como L&) = GG o
L g(z) (z—a)

lim,_., % = G(‘;)) # 0, as afirmacbes seguem, por meio
da Proposigao |5 atentando-se aos limites abaixo:

. _ n _ +
lim (z —a)" =07,

se n é par, e

lim (z—a)”=0" e lim (z—a)” =0",
z—a~ z—at

se n é impar.

Exemplo 7. Calcule os limites:

(&) Jimy L11 a (:1311)2}

) lim{ ! —3—]

=1 |z —1 x3—-1

Solugao. Com um pouco de manipulacdo algébrica, obtemos
as seguintes expressoes para as funcoes cujos limites desejamos
calcular:

1 1 x—2

r—1 (z—12 (z—1)2

1 3 x+2
r—1 23-1 2242+2
Portanto, para o item (i),

i 1 1 I Tz —2 -1
im — =lim —=— =—-00
a—1 |z —1 (x—1)2 a—1 (x—1)2 0t

enquanto, para (ii),
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r—1 a3-1

- =1

lim im —— =
=122 +2x4+1 3

r—1

{1 3 ]1, c+2 3

O

De acordo com a aula O Problema da Tangente do médulo
de Introdugao ao Célculo - Limites - Parte 1, o valor

my(a) ;== lim r(@) = rla)

é a inclinagao da reta tangente ao grafico da fungdo rno ponto
(a,r(a)), desde que o referido limite exista (e seja finito).

Da discuss@o acima, por cada ponto (a,r(a)) do grafico
de uma funcao racional r passa uma reta tangente. De fato,
se 7 = p/q, entao

p(z) _ p(a)
r(z) —r(a) _ 9@ —q@
r—a xr—=a (1)

_ p(@)g(a) — pla)g(z)
q(a)g(z)(z —a) ~

Agora, note que a multiplicidade de a como raiz do polindémio
p(x)q(a) — p(a)g(x) é pelo menos 1, a0 mesmo tempo em que
o polinémio ¢(a)q(z)(z —a) admite a como raiz de multipli-
r(z)—r(a)
r—a

cidade 1. Portanto, lim,_,, existe e é finito, como
haviamos afirmado.

A préxima proposicio nos fornece féormulas para o célculo
dos-coeficientes angulares m,.(z) no caso em que r é uma

funcao polinomial, ou, mais geralmente, uma fungao racional.

Proposicao 8. Sejam p e q fungdes polinomiais, com q Z 0.
i) Se p(x) = apx™ + an_12" 1 + ...+ ax? + a1x + ag, entdo

my(x) = naz™ '+ (n—Vay_13" 2+ ...+ 2002 + ay. (2)

it) Se r =p/q, entio
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Prova. Nas notagoes da prova do Teorema de D’Alembert
[ temos

T—a Tr—a

p(x) — p(a) -
i 220 S
j=1
n
=3 lim a;p; q(x)
Jj=1
n
= _ajpjala)
j=1
n
= _jaja’
j=1
uma vez que
j-1 1
prala) = K SN = it
k=0 k=0

Isso estabelece a férmula ((2)).
Em relagdo a férmula (3)), a igualdade nos da

i F@ zr(@ L p@)e(a) — pla)g(x)
T @ oa o q@e@)(@—a)
_ 1t P@)a(a) — p(a)g(a) + p(a)g(a) — pla)q()
= lim
L q(@)q(@)(z — a)
(#25) a@) — pla) (125
= lim
v—a q(a)q(x)
lim, a (22722 (a) - p(a) lim, -, 222
N q(a)limg 4 g(x)
_ my(a)q(a) - pla)my(a)
q(a)? ’
como queriamos. O
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Exemplo 9. Em relacdo a funcgdo racional r = 2, se os
q

polinémios p e q tiverem graus m e mn, respectivamente, prove
que o grdafico de r ndo admite mais que k retas tangentes
mutuamente paralelas, em que k = max{m +n — 1,2n}E|,

Prova. Primeiramente, observe que, de acordo com a férmula
(2)), m,(x) é uma funcio polinomial de grau m—1 (o antecessor
do grau de p(z)). Desse modo, fixada uma inclinagao my,
vejamos agora que a equagao m.,.(x) = mg admite, no maximo,
k solugdes, o que encerrard a demonstracao. Ora, a relacao
nos assegura que m, = P/Q, sendo os graus.de P e Q
iguais a m+n—1 e 2n, respectivamente. Portanto, a equagao
m.(x) = mg tem as suas solugdes entre as raizes da equagio
P(x) = moQ(z), que tem grau k, no méximo. Como uma
equacao polinomial de grau t admite, no méaximo; t raizes
reais, nada mais hé a fazer. O

Se uma fun¢ao admite em cada ponto de um arco do seu
grafico uma reta tangente com inclinacao positiva, é razodvel
esperar que essa fungio seja crescente no subdominio corres-
pondente. Estabeleceremos esse fato para fungoes cubicas no
exemplo abaixo, fazendo uso-da desigualdade

224 ay oyt > 3(:1:7+y)27

; @

a qual é valida para = e y reais quaisquer.

Se I é um intervalo, seja I o intervalo fechado de mesmos
extremos que I (por exemplo, se I = (2, + c0), entdo I =
(2, + 00))-

Exemplo 10. Considere a fungdo cibica f(x) = 23 + ba? +
cx +d, com x € R. Se as retas tangentes ao grafico de f
tiverem inclinagoes positivas (resp. negativas) em cada um
dos pontos de abscissa pertencente ao intervalo I (ou seja,
my(xz) >0, para todo x € 1), prove que f € crescente (resp.
decrescente) em 1.

4Caro leitor, observe o grafico da fun¢do do Exemplo [4] e procure
quatro retas paralelas e tangentes ao grafico da fungao f.
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Prova. Devemos verificar que z,y € I,z <y = f(z) < f(y),
ou ainda, M > 0 Ora, levando em conta que T'H’ el,
bem como a férmula e a desigualdade (4)), temos

fly) — f(x)

y—a = (2® +ay+y*) +b(z +y) +c

2
S3( TV o ZEY) 4o
2 2
r+y

>0,

como desejado. O

O exemplo anterior nos auxilia a esbogar o gréﬁco de uma
funcdo cibica. Por exemplo, seja f(z) = 2% — f:r — 6z + 1.
Como my(z) =3(z* — 2z —2) =3(z+ 1)(z — 2)7 vemos que
my é positiva nos intervalos (—oo, — 1) e (2, + 00), ao passo
que my é negativa no intervalo (—1,2). Segue do exemplo
acima que f é crescente nos intervalos (—oo, — 1] e [2, + 00),
e decrescente no intervalo [—1,2].

Observacao 11. Em relagdo a fungao cibica que acabamos
de tratar, f(x) = > — %xQ — 6x + 1, vale a pena observar,
em conformidade com a aula Monotonicidade, Maximos e
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Minimos do mdédulo de Introducdao ao Cdlculo - Fungoes -
Parte 1, que —1 e 2 sdo pontos de mdzximo e minimo locais,
respectivamente.

2 Mais alguns limites

Vejamos alguns exemplos das videoaulas.

Exemplo 12. Calcule:

N . V1I+h-1
7) lim ————.

h—0 h

. VTH+2-3
1) lim ———.

=7 (L‘—?

i) i 9—1t
743) lim .
t—9 3 — \/{f
Prova. Em cada um dos itens-acima, a tentativa da aplicacao
direta da regra do quociente nos leva a indeterminagao %;
devemos, pois, contorné-la. Talvez nao parega, mas todos
esses exemplos sdo casos particulares do limite

f(x) =/ f(a)

lim Y T VI
Tr—ra xr—a

em que f é um polinémio tal que f(a) > 0. Como

flz) = v fa) _ 1 (@) — f(a)
o JT@+Vi@  e-e

segue imediatamente das regras aritméticas de limites (vide
1% e 22 aulas do médulo anterior) que

V@) - VI )

T EEN 6

Analisemos, agora, os itens i), ii) e iii).

http://matematica.obmep.org.br/ P.13
matematica@obmep.org.br



i) Temos a = 0, f(h) =1+ h e my =1, de onde segue que

o VIFR-1 11
h—0 h S 2y1 2

ii) Aqui, a =7, f(z) =z +2 e my =1, de forma que

hm‘/x”_?’— 11
esT -7 29 6

-3
iii) Comegamos calculando %iné <9 que segue do caso
59

geral apresentado tomando-se a =9 e f(t) = ¢, de modo que

t—3 1 1
my =1 elimL = —— = —. Portanto,
t—9 t—9 29 6

i 9—1t 1

im = =

t—59 3 —\/t Vi-3
lim
t—9 t—9

O

Exemplo 13. Se m_e n sdo-numeros naturais, encontre o
valor do limite abaizo:

. /cosx — Ycosx
im .

x—0 .’1,'2

Prova. Inspirados pelo item (¢) do Exemplo 3 da tltima aula
cosT — 1
—_—

x
Nas notagoes da demonstragdo do Teorema de D’Alembert
[2] temos

do médulo-anterior, comecemos calculando lin})
xr—r

cosx — 1= (F/cosx)™ — 1™
= (/cosx — 1)pm,1(¥/cos x),

de forma que

cosx — 1 _ 1 cosx — 1 (5)

x? Pm,1(3/cos ) x?
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Como

lirr%)pm’l( {/cosx) = pm,1( Vecos0) =m
T—r

. cosr—1 1
lim ——— = —,
z—0 xT 2

pelo item (a) daquele mesmo Exemplo 3, concluimos da

relagao (5)) que
Ky -1 1 1 1
hmvwsw:(_) 1

2—0 2 m 2 om’
Finalmente,
T /cosx — {Y/cosx i cosx — 1 Yecoszr — 1
im = lim —
z—0 x2 z—0 2 x2
. /cosx —1 . Yceosx —1
= lim — lim
x—0 :L‘2 x—0 3;‘2
1 1
2n2m’

Dicas para o Professor

E interessante priorizar a interpretacdo e a aplicagao
dos resultados teéricos desenvolvidos nesta aula frente a
apresentacgao das suas demonstragoes, o que pode ser feito no
2° ou 3° encontro.

Amntes de iniciar as resolugoes dos exemplos, procure des-
tacar as principais ideias envolvidas nos argumentos. Em
seguida, é fortemente recomendéavel incentivar os alunos a
produzirem as suas préprias solugoes, indicando, se necessério,
uma estratégia argumentativa. Finalmente, sugerimos que
as resolugdes sejam apresentadas em detalhes e problemas
correlatos sejam discutidos com a turma.

Dessa forma, trés sessdes de 50min devem ser suficientes
para expor o conteiido desse material.
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Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo. 2% ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2022.

2. H. L. Guidorizzi. Um Curso de Cdlculo, vol. 1. 62 ed.
LTC, 2018.
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