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Neste material, continuaremos a deduzir férmulas que
permitem calcular o valor de fungoes trigonométricas de
alguns arcos em fungao dos valores dessas mesmas func¢oes
em arcos cujos valores ja sdao conhecidos.

Mais precisamente, deduziremos formulas que permitem
calcular o valor das fungdes trigonométricas seno, cosseno e
tangente em 2a e 3a, desde que sejam conhecidos os valores
dessas fungoes em a.

Iniciamos relembrando as férmulas deduzidas no material
anterior, as quais serdo uteis para deduzir as novas férmulas
e para resolver os exemplos que apresentaremos em seguida.

e Cosseno da soma:

cos(a + b) = cosacosb — sen a sen b. (1)

Cosseno da diferenca:

cos(a — b) = cosacosb+ senasen b. (2)

Seno da soma:

sen(a + b).=senacosb+ senbcosa. (3)

Seno da diferenca:

sen(a — b) = senacosb — senbcosa. (4)

Tangente da soma:

tga+tgb
t b) = ————. 5
gla+0b) T tgated (5)
e Tangente da diferenca:
tga — tgb
tgla —b) = ————. 6
gla—"b) 1+tgatgd (6)
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Fungoes trigonométricas de 2a

Utilizando a férmula para o cosseno da soma de dois arcos
com b = a, podemos escrever

cos(a + a) = cosacosa —senasena

= COS2 a — sen2 a,

ou seja,
cos(2a) = cos® a — sen” a. (7)
Substituindo sen®a por 1 — cos?a, obtemos cos(2a) =
cos?a — (1 — cos?a), o que d4 a seguinte férmula alternativa
para o cosseno do arco duplo:

cos(2a) = 2cos’a — 1. (8)

Da mesma forma, substituindo cos? @ por 1'— sen®a em (7))
ou , obtemos

cos(2a) = 1 —2sena. (9)

Vale observar que, dependendo do problema que se tenha
a mao, pode ser mais conveniente aplicar , ou @D para
calcular cos(2a). Assim, essas trés férmulas sdo igualmente
importantes.

Agora, utilizando a férmula para o seno da soma de
dois arcos com b =a, obtemos

sen(a + @)= sen a cos a + sen a cos a
= 2senacosa,
ou seja,
sen(2a) = 2senacosa. (10)

Finalmente, utilizando a férmula , para a tangente da
soma de dois arcos (novamente com b = a), obtemos
tga+tga
1—tgatga
2tga
1—tg?a’

tg(a+a) =

ou seja,
2tga
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Fungoes trigonométricas de 3a

Utilizando mais uma vez a férmula , desta vez com a no
lugar de b e 2a no lugar de a, temos que

cos(2a + a) = cos(2a) cos a — sen(2a) sen a.
Agora, utilizando as férmulas e , obtemos

cos(3a) = cos(2a) cosa — sen(2a) sena
= (2cos2a —1)cosa —2senacosasena

= (2 cos’a — 1) cosa — 2sen® acosa.

2 2

Finalmente, substituindo sen“a = 1 — cos” a¢ na ultima ex-

pressdo acima, concluimos que

cos(3a) = (2cos’a — 1) cosa — 2sen*acosa

= (20052a— 1) cosa—2(1 —cos2a) cosa

3

= 2cos®a — cosa=2cosa+ 2cos® a

=4cos®a— 3cosa,

ou seja,
cos(3a) = 4cos®a — 3cosa. (12)

Por sua vez, combinando as fémulas (novamente com
a no lugar de b e 2a no lugar de a), (L0]) e @D, obtemos

sen(2a + a) = sen(2a) cos a + sen a cos(2a)

= QSenacosacosa—i—sena(l — 2sen? a)
= 2senacos’®a+ sena — 2sen® a.

2 2

Substituindo cos® a = 1 — sen” a na ultima expressao acima,

ficamos com

sen(3a) = 2senacos’a +sena — 2sen’a

= 2sena(1 fsen2a) +sena — 2sen’a

=92sena — 2sen®a + sena — 2sen® a

= 3sena — 4sen®a,
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ou seja,
sen(3a) = 3sena — 4sen® a. (13)

Para encontrarmos uma férmula para a tangente do arco

triplo 3a, procedemos de maneira analoga ao que foi feito
acima para o cosseno e o seno. De fato, basta combinar as

férmulas e para obter

tg(2a) + tga

tg(2 =
g(2a+a) 1—tg(2a)tga

1————-tga
1-tg%a &

2tga+ (1 —tg%a) tga
1—-tga
1—tg?a —2tg%a
1—tg%a

_ 2tga+tga—tgla
N 1-3tg%a

\ 3tga —tgda

L 1-3tg%a ]

isto é,
3tga —tgla

tg(3a) = I 3ia

Exemplos

Os exemplos a seguir ilustram contextos de utilizacdo das
férmulas deduzidas anteriormente.

Exemplo 1 (PUC-SP). Se tg(z +y) = 33 e tgx = 3, entdo
tgy € igual a:

(a) 0,2.
(b) 0,3.
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(¢) 0,4.
(d) 0,5.
(e) 0,6.
Solugao. Pela formula , temos que

tgx +tgy

Substituindo os valores tg(x + y) = 33 e tgz = 3, segue que

3+t
33— 2T 8Y 33 99tgy =34 tay
1-3tgy
— 100tgy = 30
= tgy =0,3.
Logo, a alternativa correta é a da letra (b): O

Exemplo 2 (ITA). A expressio trigonométrica

1 4tg? x

)

(cos? x —sen? x)2 (1 —tg? 33)2

para x €]0,5[ com x # §, € igual a

(a) sen(2z).
(b) cos(2a).
() 1.
(d) 0.
(€) sec(2z).

Solugao. Pela féormula @, temos que

1 1 1

(cos?z —sen2x)®  (cos(2z))®  cos?(2x)
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Além disso, utilizando a férmula , obtemos
4tg®z (2tg z)?
(1—tg? J;)2 (1—tg? a:)2

- 2tgx 2
o\l —tg?x

= (tg(2))”
= tg?(2z).
Desse modo, chegamos a
1 4tg%
(cos? x — sen? x)” (1— tg? :17)2
1 1 2(2
N e ~sen( x):
cos?(2x) cos?(2x). cos?(2x)
_ 1—sen?(22) cos?(2z)
cos?(2z)  cos2(2x)
Portanto, a alternativa correta é a da letra (c). O

Exemplo 3 (ITA). Sejam A, B-e C' os vértices de um tridngulo.

~

Determine sen B, sabendo que
a4 S
sen(A+ B) = 5= sen(A — C).
Solucao. Veja que A+B+C = 180°, logo, A+B =180°—C.
Dai, obtemos
sen C = sen(180° — C)
= sen(/T + B)

Por outro lado, como sen(4 — C) > 0 e |A — 6’\ < 180°,
temos 0° < A — C < 180°. Também, 0 < 180° — C < 180° e

sen(180° — 6) = sen(//l\ - 6)

Portanto, ha duas possibilidades.
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~

e Se180°—C = A— 6’, entio A = 180°, o que é um absurdo.
e Se 180° — C' = 180° — (A — C), entdo A = 2C.

Assim,

~ ~

A+B+C=180°= B=180°— (A+C)
— B =180°— (2C + C)
— B =180° — (3C)
zsenézsen( 6)

Agora, utilizando a férmula , obtemos

sen B = sen(3C)
=3senC — 4sen® C

4 4\?
:3‘7—4q Jua—
s~ (35)

12

_ 127 64
5 125

_ 300 256

125 125

44

o 125°

O

Solucgéo alternativa. De A+ B+ C = 180°, obtemos A +
B=180°—C. Dai, segue que

sen C = sen(180° — C)

=sen(A + B)
=sen(4 - C)
4
5
Assim, concluimos (como na solugdo anterior) que A=2Ce
~ 4
sen C' = —.
sen z
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Uma vez que A= 26,A temos que C deve ser um angulo
agudo, o que implica cos C > 0. Além disso,

N PN 4\? 16 9

2 2

C=l-sen’C=1-(=-] =1-—=_
o8 > (5) 25 25

~ 3
logo, cos C' = 5 Utilizando as férmulas e , obtemos,

respectivamente,

sen A = sen(25)

:2senécosé
4 3
—92.-.2

5 5
24

25

cos A = cos(2C)
:COSQGVSGHQC\V
NEANNEA
. \5 5
.9 16
25 25
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Finalmente, usando agora a formula , chegamos a
sen B = sen(180° — (A + ()
= sen(A + C)

=sen AcosC + sen C cos A

_243 4/ T
25 5 5 25

_243 4 7
T 925 5 5 25
s
125 125
M

125"

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessdes de 50min
para expor o conteudo deste material. E fundamental que
os alunos se habituem a utilizar as férmulas para calcular as
fungoes trigonométricas da soma, da diferenca e dos arcos
duplo e triplo. ‘Como vimos nos exemplos apresentados, essas
formulas sao imprescindiveis em suas soluges. Se o professor
julgar necessario, outros exemplos podem ser apresentados,
até que os alunos se sintam confortaveis com a utilizacao
dessas féormulas.
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