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1 Equivaléncias Afins

Em aulas anteriores, discutimos a relacao entre transformacoes
lineares e geometria posicional: uma aplicagao linear invertivel
T transforma retas em retas, preservando concorréncia e pa-
ralelismo. Essas mesmas propriedades sao compartilhadas
pelas equivaléncias afins, pois uma equivaléncia afim é, essen-
cialmente, a composi¢do de uma aplicacdo linear invertivel
com uma translacdo. O Lema 12 da 22 aula desse médulo se
traduz no seguinte resultado fundamental.

Teorema 1. Dadas duas ternas (A,B,C) e (A’,B";C") de pon-
tos mao-colineares no plano 11, existe uma iUnica equivaléncia
afim F : II — II satisfazendo F(A) = A', F(B) = B’ e
FC)y=C".

Antes de iniciar a demonstracdo, lembre que, fixado um
ponto O € II, uma equivaléncia afim F': II — II se escreve,
por defini¢do, como F(P) = O+ [S(O—}>’) + v], sendo S uma
transformacéo linear invertivel e v um vetor (veja a aula
anterior). Nesse caso, escreveremos F|o = S + v. Observe
que S e v ficam completamente-determinados por F', pois
v = OF(0), enquanto que S(O?) = F(O)F(P;, qualquer
que seja o ponto P € 1II.

Demonstracao do Teorema . Tome F|4 =S+ v, em
que S transforma o"par (E,ﬁ) no par (A’B’,A’C’)(_Lc;ma
12 j4 citado)ﬂz AA Ti>nos F(B) = A—I—[S(E)—FAA’] =
A+ (A'B"+AA") = A+ AB' = B’ e a verificagdo das igualda-
des F'(A) = A’, F(C) = C' nao oferece maiores dificuldades.
Como-S é invertivel (por qué?), F' é uma equivaléncia afim.
S6 falta mostrar que F' é a tnica que transforma (A4,B,C)
em (A',B’,C"). Se G é uma equivaléncia afim cumprindo
com a mesma @}digéo, escreva G|4 = T 4+ w e note que
w= AG(A} = AX' = v. Portanto, T(AB) = AG(B) — w =
AB' —v = S(@) e, analogamente, T(@) = S(@), de
onde se conclui que T'=S edai G = F. O
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A Proposicdo 11 e a discussido subsequente, presentes na
22 aula do presente modulo, nos permitem enunciar a

Proposicdo 2. Toda equivaléncia afim transforma elipses em
elipses, transformando centros em centros. Além disso, toda
elipse é a imagem de um circulo EI por uma equivaléncia afim.

A classe das equivaléncias afins do plano é fechada para as
operagdes de composi¢do e inversdo. De fato, se F|o =S +v
e Glo = T + w, ndo é dificil verificar que (G o F)|lp =
(ToS)+[T'(v)+w]e F~ Yo = S 1+[-S~1(v)]. Em particular,
elipses sdo indistinguiveis do ponto de vista afim: se o circulo
C for transformado nas elipses € e £ pelas equivaléncias afins
F e G, respectivamente, entdo a equivaléncia afim Go F~1
transforma & em &’.

Como equivaléncias afins preservam retas paralelas, tam-
bém preservam paralelogramos. Falando nisso, segue uma
versao do Teorema com paralelogramos no lugar de
tridngulos.

Teorema 3. Dados dois paralelogramos ABCD ¢ A’B'C'D’,
existe uma unica equivaléncia afim F : 11 — I satisfazendo
F(A)=A',F(B)=B',F(C)=C"e F(D)=D'".

Definicao 4. Diremos que dois subconjuntos do plano S e
S’ sdo afim-equivalentes se existe uma equivaléncia afim
transformando S em S’. Nesse caso, escreveremos S >4 S'.

Por exemplo, S < 8’ se S e 8’ sdo dois tridngulos, ou
dois paralelogramos ou duas elipses. Perceba que “0<t” é uma
relagdo de equivaléncia no conjunto das partes do plano II.

Observacao 5. Ao longo das nossas aulas, jd nos deparamos
com trés relacdes de equivaléncia relevantes em Geometria:
“=7 congruéncia, “~”, semelhanca, e agora a relacdo “><1”
de afim-equivaléncia. Como toda isometria do plano é uma
semelhancga e toda semelhancga € uma equivaléncia afim, temos

S=8=8~8 =88 Veremos na segio de aplicagoes

LComo quaisquer dois circulos sido semelhantes, podemos supor que
o circulo do qual o teorema trata é o mesmo para todas as elipses.
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como aproveitar essa maior flexibilidade da relagdo de afim-
equivaléncia na resolucdo de problemas geométricos.

Dados trés pontos cohneares distintos P, @ e X, a razao
orientada £ X—Q ﬂ P—)(2 e

)?é tenham mesmo sentido, ou —X:Q se 0s vetores F)—(z e )?6

tiverem sentidos opostos. De outro modo, a razao orientada
X ¢ o tinico ntmero real satisfazendo

XxQ
—Xz PX @

Com essa definicao, temos a

Proposicdo 6. Equivaléncias afins preservam razées orienta-

das: F(P)F(X) PX

T = YA (1)
FX)F(Q) X@Q
para toda equivaléncia afim F : I1 — 11 e para quaisquer
pontos colineares distintos P, Q, X € II.

Demonstragio. Escreva F|x = S+, em que v = X F(X ).
Dai, vale F(X)F(P§ ~ S(XP) e FIX)F(Q} = S(XQ).
Como PX = kQ X (@), a primeira igualdade pode ser rees-

crita como F( 3 ( ) = PX S(ﬁ) de onde se conclui
que F(P ) - F(X Q) Da definicao de razao

orlentada, segue a relagao O

Observacao 7. Nas notacées da Proposicao @, note que X
estd entre P e Q se, e s6 se, F(X) estd entre F(P) e F(Q).
Nesse caso, a relagdo ainda nos garante que F(X) divide
o segmento F(P)F(Q) na mesma razao em que X divide o
segmento PQ, ou seja,

F(P)F(X) PX
FX)F(Q XQ

Em particular, equivaléncias afins preservam ponto médio.

(2)

http://matematica.obmep.org.br/ P.3
matematica@obmep.org.br



Uma pergunta natural: sob quais condi¢oes dois qua-
drilateros convexos sao afim-equivalentes? O préximo teo-
rema nos fornece um critério.

Teorema 8. Dados dois quadrildteros convexos ABCD e
A'B'C'D’, sejam P o ponto de encontro das diagonais de
ABCD e P’ o ponto de intersecdo das diagonais de A’ B'C'D’.
Entao, ABCD ¢ afim-equivalente a A’B'C'D’ se, e sé se, P
divide as diagonais de ABCD na mesma razao em que P’
divide as diagonais de A’B'C'D’.

Demonstragao. Se existe uma equivaléncia afim que trans-
forma ABCD em A’B'C’'D’, entdo essa mesma equivaléncia
aplica AC em A'C" ¢ BD em B'D’. Logo, P’ é a'imagem de

P. Por , vem % :~% e % = %, estabelecendo a
12 parte da demonstracgao.

Reciprocamente, suponhamos que P divida as diagonais
AC' e BD nas mesmas razoes em que P’ divide A’C’ e B'D’.
Seja XY ZW o paralelogramo que passa pelos vértices de
ABCD e tem os seus lados paralelos as diagonais AC e BD,
com Ae XY BeYZ CeZW eD e WX. O paralelo-
gramo X'Y'Z'W’ é definido de-forma similar, relativamente
a A'B'C'D’. Se F : II'— II é a equivaléncia afim que trans-
forma XY ZW em X'Y'Z'W’ (Teorema (), afirmamos que
F aplica ABCD.-em A’B’'C'D’. De fato, vejamos apenas que
F(A) = A, pois'sdo anédlogas as demonstragdes das outras
igualdades.

Sendo APDX e AY BP paralelogramos, e levando em

3 X'F(A) _ XA _ DP
conta a relagao (2)), temos === = ££ = =. Da mesma
cao (2, F(A)Y’ AY PB
XA _ D'P DP _ D'P’ o
forma, vale === = Z=. Como == = == por hipétese,

P X'F(A) _ XA s
concluimos que Ty~ A Portanto, F'(A) e A’ dividem

o segmento XY’ na mesma razao, de modo que F(A) =
A O

Se uma equivaléncia afim F' transforma o tridngulo ABC
no tridngulo A’B’C’, entdao F transforma as medianas de
ABC nas medianas de A’B’C’. Em particular, F' transforma
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baricentros em baricentros. Como uma equivaléncia afim, em
geral, ndo preserva perpendicularidade (a menos que seja uma
semelhanga), ndo podemos esperar que F' também preserve
alturas ou bissetrizes. Na verdade, vale o seguinte:

Proposicao 9. Dadas trés cevianas internas e concorrentes
de um tridngulo ABC, existe um tridgngulo A'B'C’ e uma
equivaléncia afim transformando ABC em A’B'C’ e levando
as cevianas de ABC nas alturas de A’B'C".

Precisaremos de um lema (equivalente & proposi¢do). De-
note a drea de uma regido R do plano por A(R).

Lema 10. Seja ABDFE um quadrildtero convexo. Se as semir-
retas AE e Eﬁ se intersectam, entdo existe um quadrildtero
convexo A'B'D'E’, afim-equivalente a ABDE, satisfazendo
A'D'B' = AE'B" = 90°.

Demonstragcao. Denote por P-o ponto de-encontro das dia-
gonais de ABDE. Sejam a = AP,b=PD,c=BP,d=PE
e a = APB. Afirmamos que bd < ac. De fato, sendo a altura
do tridngulo BED menor que a altura do tridngulo BAD,
vale A(BED) < A(BAD), ouseja, A(PED) + A(BPD) <
A(BAP) + A(BPD), de onde se conclui que A(PED) <
A(BAP). Lembrando que a area de um tridngulo é o se-
miproduto de dois lados vezes o seno do angulo compre-
endido, podemos reescrever a desigualdade anterior como
bdsena 452 0 que nos dd a desigualdade desejada.
Agora fixe um circulo unitério C e um didmetro A’B’ em C.

AFIRMACAO: os circulos tangentes internamente a C nos pon-
! ! : a C : 4
tos A",B’ e de raios arbord respectivamente, sao secantes.
Lembrando que dois circulos sao secantes se, e s se, a
distancia entre os centros desses circulos for menor que a soma
s a (&) a C
dos raios, deverilos pro:/ar que 2 — (55 + o5a0) < o T v
ou seja, 1<+ T Um p(?uco .de algebra ele.mentar
simples reduz essa desigualdade a desigualdade equivalente

bd < ac que, como sabemos, é verdadeira.
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Assim, sejam P’ um ponto na interse¢ao daqueles dois
circulos e D’,E’ os pontos de intersecao das semirretas A’ P’

e ﬁ com C, respectivamente. Pelo Exemplo 7 da 22 aula
do médulo “Geometria das Transformagoes Lineares”; temos
AP _ o o B — < (e onde segue que 4L = 2 ¢
A'D’ a+b B E’ c+d P D’ b
IB;:E: = 4. Dessa forma, P’ divide as diagonais de A'B'D'E’
nas mesmas razoes em que P divide as diagonais de ABDE.
Pelo Teorema (8)), A’B'D’E’ é afim-equivalente a ABDE.
Para finalizar, note que os angulos ZA'D'B" e ZA'E' B’ su-
bentendem um semicirculo, de modo que A’D’'B' = A’E'B’ =

0°. U

©

Podemos finalmente demonstrar o resultado desejado.

Demonstragao da Proposigao @ Sejam AD, BE e CF
as cevianas de ABC, concorrentes no ponto P. Pelo Lema
7 existe uma equivaléncia afim ¢ que transforma ABDFE
em um quadrildtero A’ B’ D’ E’;tal que AD'B =AFEB =
90°. Se C" = ¢(C), o tridngulo ABC' é transformado por 1
no tridngulo A’B’C’ e as cevianas de ABC' transformam-se
nas cevianas de A’ B’C’ passando por P’ = t(P). Acontece
que P’ é o ponto de encontro de duas alturas de A’B’'C",
quais sejam, A’'D’ e B'E". Como sabemos (e.g., veja o Exem-
plo 20 da 22 parte da 1? aula do médulo “Geometria das
Transformagoes Lineares”), a outra altura, relativa ao vértice
C’, também passa por P’, ou seja, 1) transforma as cevianas
dadas de-ABC nas alturas de A’B’C’, como querfamos.

O

Observacao 11. Segue da Proposicao , do Teorema
e do Lema que todo quadrildtero convexo é inscritivel
numa elipse. Pois, se ABCD ¢ esse quadrildtero, existe
um quadrildtero inscritivel A’B'C'D’ que se transforma em
ABCD por uma equivaléncia afim. A imagem do circulo
circunscrito a A’ B'C'D’ por essa equivaléncia afim é, entdio,
uma elipse circunscrita a ABCD.

Observacao 12. A Proposicio @ também pode ser enunciada
da segquinte forma: dados um tridngulo ABC e um ponto P
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no interior desse tridngulo, existe um tridngulo A’B’C” e uma
equivaléncia afim transformando ABC em A’B’C’ e levando
P no ortocentro de A’B'C".

2 Aplicagoes

Exemplo 13. Dois segmentos paralelos AB e CD, de com-
primentos diferentes, séo dados no plano. Utilizando apenas
uma régua, construa o ponto médio de AB.

Solugao. A construgao se baseia no seguinte argumento: as
retas AC e sao concorrentes, em P, digamos. Se'@ € o
ponto de intersecao de fﬁ % entao a reta %’6 corta AB
em seu ponto médio.

Para justificar essa tultima afirmagao, podemos supor
que AB e CD tém mesmo sentido e que P e CD estao
de um mesmo lado da reta AB. Considerando, pelo Teorema
(1), uma equivaléncia afim F' que transforme um tridngulo
isésceles A’P'B’, de base A'B’, em APB, basta resolver o
problema para os segmentos A’B’ e C'D’, sendo A’, B', C' e
D’ as imagens, por Fi=!, dos pontos A, B, C e D, respecti-
vamente.

Note que C'D’ é paralelo a A’B’, com C' € AP’ e
D’ € B'P'. Em particular, P’C’ = P'D’. Observe também

que os segmentos A'D’ e B'C’ se cruzam em Q' = F~1(Q).

Agora, da.congruéncia A’P'D’ = _B'P'CY, vem BAQ =

B'A'P' - DIAP' = A'B'P' — C”B’P’ A’B’Q’ ou seja,
A'Q'B’ é istsceles de base A’B’. Assim, P'Q’ é a mediatriz
de A’B’ e, como tal, P'Q" intersecta A’B’ em seu ponto
médio. Como equivaléncias afins preservam (retas e) pontos

o f
médios, segue que a reta % = F(P'Q’) corta AB = F(A'B’)
em seu ponto médio, como desejado. O

Observacao 14. A solug¢ao do exemplo anterior ilustra a
utilizacao de equivaléncias afins na simplificacdo de confi-
guragées geométricas.
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A fim de precisar melhor esse ponto, suponha dado um
subconjunto S = {A,B,C,D, ...} do plano. Uma propriedade
afim de § é qualquer propriedade referente aos pontos de S,
ou a quaisquer outros entes geométricos definidos a partir
desses pontos, que € invariante por equivaléncias afins. Por
exemplo, colinearidade (e.g., A € ), concorréncia/ parale-

lismo (e.g., as retas AB e ED sio concorrentes/paralelas) ou
razio orientada (e.g., g—g = —3). Dessa forma, se quisermos
provar que a configuracdo S possui a propriedade afim P,
pode ser itil imaginar relagdes entre os elementos de S que,
se verificadas, tornardo a demonstracdo mais simples. Feito
1850, precisamos nos certificar de que a adicdo dessas relagdes
simplificadoras @ configuracdo original S resulta numa nova
configuracio S’ afim-equivalente a S. Nesse caso, se estabe-
lecermos que S’ possui a propriedade-afim P, seguird que S
também a possui.

No exemplo anterior, tinhamos S = {A,B,C,D,M,P,Q},
sendo M o ponto médio de AB, € a propriedade afim que
desejdvamos verificar era “P, () e M sao colineares”. Identifi-
cada a condi¢do que simplificava o problema, a saber, “APB
é isosceles de base AB”, precisdvamos encontrar um sub-
conjunto 8" = {A",B",C", D' M',P',Q'}, afim-equivalente a
S, tal que A'P'B’ fosse isésceles de base A’B’. Gracas ao
nosso primeiro_teorema,-garantimos a existéncia de S’ e, com
argumentos geométricos simples, mostramos que P', Q" ¢ M’
eram colineares, de onde sequiu que P, QQ e M também eram
colineares.

Podemos resumir discussoes desse tipo comentando apenas
que “a menos de uma equivaléncia afim, podemos supor que
S cumpre um conjunto de relagoes R”, significando que temos
meios para determinar uma configuracao S’, onde as relagoes
R sdo satisfeitas, de tal modo que 8’ 1 S.

Exemplo 15. Os lados de um triangulo ABC' sdo as diagonais
de trés paralelogramos cujos lados tém as mesmas diregoes.
Mostre que as outras diagonais desses paralelogramos sao
concorrentes.

Solugdo. Suponhamos que os lados de ABC sejam as dia-
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gonais dos paralelogramos ADBE, BICG e AHCF'. Se as

retas e GI se cruzam no ponto P, devemos provar que
a reta também passa por P. Veja a figura abaixo. Pelo
F_ G C
E
B I

-

Lema aplicado ao quadrildtero DEGI, podemos, a me-
nos de uma equivaléncia afim, supor que EDG = EIG = 90°
(em particular, DEGI ¢ inscritivel).

Com essa hipotese, H € o ortocentro do tridngulo DIP,

portanto, ﬁi) L . Como FEP = AF@P = 90°, o qua-
drilatero EFGP. é inscritivel, logo, PEG = PFG. Assim,
se ¢ o ponto de intersegao das retas ﬁ e , temos

QﬁG + QIG = DEG + DIG = 180°, isto é, o quadrilatero
FGIQ também é inscritivel. Dai, ZIQF é um angulo reto,

ou seja, 1L . Pela unicidade da perpendicular a uma
reta por uInH}vonto dado, segue-se que = , isto é, as
retas ﬁ Gl e W[ sao concorrentes em P. O

7

Observacao 16. Nas notagées da figura acima, ndo € dificil
provar que as retas e GI sao paralelas se, e so se, o
triangulo ABC' se degenera (ou§a, A, B e C sao colineares).

Nesse caso, as trés diagonais , e sdo paralelas.
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Exemplo 17 (IME - 2005). Considere uma elipse de focos F
e F', e seja M um ponto qualquer dessa curva. Traga-se por
M duas secantes e MF', que interceptam a elipse em

P e P, respectivamente. Demonstre que a soma MF /FP +
MF'/F'P' é constante.

Demonstragao. Pela Proposicao e a relacao 7 basta
resolver o seguinte problema similar para circulos:

Sejam C um circulo e E e E' pontos interiores a C-que
determinam um segmento de reta cujo ponto médio € O, o
centro de C. Dado um ponto L qualquer desse circulo, suponha

que as semirretas ﬁ e LE" cortem C nos pontos N. e N’,
respectivamente. Prove que a soma LE/EN + LE'/E'N' é
constante.

Seja R o raio de C. Vamos considerar um sistema de
coordenadas centrado em O de tal‘forma que E = (e,0) e
E’ = (—e,0). Primeiro observe que, pelo teorema das cordas
(vide [2]), temos LE - EN = R?2 — ¢* = LE" - E'N’. Logo,

IE IF  IE IE"  IE +I1E"

EN E'N' LE-EN LE'-E'N’ R? —¢2

—2 ——2
Para calcular LE™+ LE'" basta utilizar a férmula da distancia
entre dois pontos: se L = (x,y), temos 2% + y?> = R?, de
maneira que

IE +IE =[(x—e?+y3+[x+e)?+17

Portanto,

LE | LE" 2(R*+¢?)

EN BN R—e&
uma expressao independente do ponto L, uma vez que R e e
sao constantes. O

A Proposi¢do (9) tem uma importante consequéncia: o
Teorema de Ceva.
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Teorema 18. Dados um triangulo ABC' e cevianas internas
AD, BE e CF, essas cevianas sGo concorrentes se, e somente
se,

BD CE AF

—_———=1. (3)

DC FAFB

Demonstragido. Comecaremos com o caso particular em
que as cevianas dadas sdo as alturas de ABC. Nesse caso,

AF __ b BD _ ¢ CE _ g —_
provaremos que == = o, 7= = ; € 55 sendo a = BC,

b= AC e ¢ = AB. Na verdade, como o raciocinio é o-mesmo
para cada uma daquelas relagbes, verificaremos apenas a
primeira. N N\

Ora, o quadrildtero BCEF satisfaz BEC = BFC ( 90°)
e, portanto, tal quadrildtero ¢ inscritivel. Logo, BCA =
180° — BFE = EFA e, de forma similar, CBA = FEA.
Segue do critério AA de semelhanca que AEF ~ ABC, de

AF _ AC _ b

onde se conclui que £= = =2 como queriamos. Assim
que == = £= =7, q )

BDCEAF _BDOEAE  cab

DCEAFB FEBDCEA abec

como desejado.

Para o caso geral, suponha que as cevianas dadas de ABC
sejam concorrentes. Pela Proposi¢ao @, existe um tridngulo
A'B'C’, afim-equivalente a ABC, de tal modo que as alturas
A'D’, B’E’ e C'F' de A’B’C’ correspondem as cevianas

BD _ B/D/ @ o C/E/
AD;BE e CF. Por 7 valem = =55 505 = 5=
AF ATF!

e &= = £=. Do caso particular ja estabelecido, temos

S g =5 — L de onde segue a relagao @).

Reciprocamente, suponhamos que se verifique. Se P
é o ponto de interse¢cdo de BE e CF, seja D’ o ponto no
qual a reta AP corta o lado BC. Pela primeira parte ja
demonstrada, vale

BD' CEAF "
D'CEAFB
Comparando e , vem g% = g:g, ou seja, D' = D.
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Figura 1: AEF ~ ABC.

Logo, AD, BE e C'F concorrem.em P e a demonstracdo estd

completa.
O

Para encerrar, faremos uma aplicagdo dos teoremas de
Ceva e Menelaus (vide [2] ou a parte I da aula “Trans-
formacdes Lineares do R?” do médulo “Geometria das Trans-
formacoes Lineares?). Este resultado serd utilizado na 22
parte dessa aula e se refere a uma importante nocao:

Definicdo 19. Sejam A, B, P e Q pontos distintos e coli-
neares. Diremos que P e (Q sdo conjugados harménicos
relativamente ao segmento AB se ﬁ—g = ,S%_ Nesse
caso, diz-se que Q (resp. P) é o conjugado harménico de
P (resp. Q) em relagio a AB.

Equivalentemente, se P e () sdo pontos da reta Aﬁ, um
interno e o outro externo ao segmento AB, entdo P e @ serdo
conjugados harmonicos relativamente a AB se, e somente se,

ar _4q
PB QB
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Exemplo 20. Dado um triangulo ABC, se P e Q sdo os
pés das bissetrizes interna e externa relativas ao vértice C,
entdo P e @QQ sdo conjugados harmonicos relativamente a
AB. De fato, pelo teorema das bissetrizes (veja [2]), vale

AP _ AC _ A9
PB CB QB

Considerando coordenadas na reta AB e sendo a, b, p
e ¢ as abscissas dos pontos A, B, P e Q, resp., a relacao
48 = ,S% se traduz em r = (¢ — a)/(q¢ — b), sendo r =
(p—a)/(b—p). Resolvendo para ¢, vem ¢ = (rb — a)/(r.— 1).
Como r =1 se, e s6 se, P é o ponto médio de AB, vemos
que para qualquer ponto P na reta f@, diferente de A, B e
do ponto médio de AB, existe um unico ponto () nessa reta
que é conjugado harmoénico de P relativamente a AB.

E possivel construir o conjugado_harmonico utilizando

apenas uma régua. E o que nos ensina-a

Proposicdo 21. Seja P um ponto interno ao segmento de reta
AB. Fizados, arbitrariamente, C" ¢ j@ e X € CP, sejam
Y e Z os pontos nos quais as semirretas fﬁz e BX cortam
os lados BC' e AC, respectivamente. Se a reta ﬁ cruze a

Figura 2: construgao do conjugado harmonico.

reta j@ no ponto Q, entdo Q é o conjugado harménico de P
relativamente a AB.
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Demonstragdo. Como @, Y e Z sao colineares, o teorema
. AQBY CZ
Menelaus nos —=L£_>2 —1. Por ro 1 n-
de Menelaus nos da oEYC 74 o outiadOjco
corréncia das cevianas AY, BZ e C'P implica %%% =1,
pelo teorema de Ceva. Comparando as igualdades anteriores,
chegamos em % = 3:2, ou seja, @ é o conjugado harmdnico

de P em relagdo a AB. O

Observacdo 22. Nas notacées da proposicao anterior, se P

nao € o ponto médio de AB, entdo as retas e AB-sao, de
fato, concorrentes. E o que nos garante a solu¢do do Exemplo

(1L3).

Dicas para o Professor

Utilizamos, neste material, algunsresultados sobre quadrilateros
inscritiveis. Sugerimos a leitura da 1? secao do texto “Qua-
drildateros Inscritos e Circunscritos”, material tedrico da 12
aula do médulo sobre quadrilateros. Veja também a tltima
segdo do capitulo 3 de [2]. Nessa mesma referéncia, encontra-
mos uma versao mais geral do Teorema de Ceva.

Cumprindo uma_recomendacao sugerida ao final da ob-
servacao , nao explicitamos a “dindmica” das equivaléncias
afins utilizadas nos Exemplos e ([17). O detalhamento
dos argumentos poderd ser feito a luz da solucdo do Exemplo
).

Em relagdo a ordem da exposicao, o Professor pode pri-
orizar os exemplos da 22 se¢do, enunciando previamente os
resultados e noc¢oes necessarios em cada solugao. E interes-
sante, antes de cada resolugao, oferecer algum tempo para que
os alunos montem os seus esquemas de argumentagiao. Isso
permitird que o método via equivaléncias afins seja melhor
apreciado. As demonstracées das proposi¢oes da 12 secao
podem ser apresentadas numa outra ocasido.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteiido desse material.
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