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1 Exercicios variados

Neste material, continuamos a apresentar exercicios variados
envolvendo operagoes aritméticas, fatoracao e divisibilidade
de ntimeros naturais.

Exemplo 1 (Colégio Naval). Considere as afirmativas:
I - O ndmero 1147 nao é primo.

IT - Todo o numero da forma abba, onde a e b sdo-algaris-
mos, € divisivel por 11.

III - Todo numero maultiplo de 5 e 15 é maltiplo de 75.

IV - O numero de divisores naturais de 576 € divisor de 63.
O numero de afirmativas verdadeiras é:

(a) 0.

(b)
(¢)
(d)
()

1.

[\

3.

e) 4.

Solugao. Veja que
332 = 1089 < 1147 < 1156 = 342.

Portanto, pelo crivo de Eratdstenes, para verificar se 1147
é um ntmero primo ou composto, é suficiente dividir 1147
por todos os primos menores que 33: se uma dessas divisoes
for exata, 1147 é composto; sendo, é primo. Fazendo essa
verificagdo, chegamos a 1147 = 31 - 37, ou seja, 1147 ndo é
um numero primo. Logo, a afirmagao I é falsa.

Agora, considere um ntimero natural da forma abba, em
que a e b sdo algarismos. Veja que a diferenga entre a soma
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dos algarismos das ordens impares e a soma dos algarismos
das ordens pares ¢ igual a

(a+b)—(b+a)=0.

Assim, pelo critério de divisibilidade por 11, temos que abba
é divisivel por 11. Dai concluimos que a afirmagao II é
verdadeira.

A afirmacao III é claramente falsa, pois 15 é muiltiplo
comum a 5 e 15 e ndo é multiplo de 75. Uma afirmacao
verdadeira seria: se a e b sdo relativamente primos, entao um
nimero natural é multiplo comum de a e b se, e somente se, é
multiplo de ab. Na afirmacéo III, 5 e 15 nao sao relativamente
primos.

Finalmente, para obtermos o ntimero de divisores de 576,
precisamos de sua fatoracio: 576 = 26.. 32, A partir dela,
calculamos a quantidade de divisores de 576 como sendo igual
a

(64+1)-(2+1)="7-3=21.

Logo, a quantidade de divisores de 576 é um divisor de 63,
pois 63 = 3 - 21. Portanto, a afirmacdo IV é verdadeira.
Desse modo, temos um total de duas afirmacoes verdadei-
ras, ou seja, a alternativa correta é a letra (c).
O

Exemplo 2 (Colégio Naval). O resto da divisdo do nimero
743* por 6. é:

(a) 1.
(b)
(c)
(d)
(e)

€

P

3
4.
5.
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Solugao 1. Inicialmente, veja que

74316
14 123
23

5

Desse modo, obtemos
743 =123 -6 + 5,
0 que acarreta

743% = (123 -6 + 5)2
=1232.62+2-123-6-5+ 5>
=1232.62+2-123-6+-5 + 25.

2516
14

7432 = 123262 +2-123-6-5+ 25
=1232.6°4+2-123-6-5+4-6+1
=(123%.64+2-123-54+4)-6+1,

Mas

donde obtemos

ou seja, 7432 deixa resto 1 quando dividido por 6. Repetindo
0 mesmo argumento um numero finito de vezes, concluimos
que 74348 = (7432)24 também deixa resto 1 quando dividido
por 6. Desse modo, a alternativa correta é a letra (a). O

Solucao 2. Claramente, 74348 é impar, logo, deixa resto 1,

3 ou 5 quando dividido por 6. Mas, como 743 ndo é multiplo
de 3, também 7438 nio é miltiplo de 3; assim, o resto de sua
divisdo por 6 nao pode ser 3 (pois nimeros que deixam resto
3 quando divididos por 6 sdo da forma 6¢g + 3 = 3(2¢ + 1),
um miultiplo de 3). Entdo, 7438 deixa resto 1 ou 5 quando
dividido por 6.
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Para ver que o resto é 1, e ndo 5, note que 743 = 3-248 — 1.
Portanto,

743" = (3-248 —1)(3-248 —1)...(3-248 — 1)

48 vezes

= (uma soma de miiltiplos de 3) + (—1)*®
=3¢+ 1.

Entdo, 743* deixa resto 1 quando dividido por 3, logo,
também deixa resto 1 quando dividido por 6 (se fosse 74348 =
6q + 5, terfamos 7438 = 3(2¢ + 1) + 2, logo, deixaria resto 2
quando dividido por 3). O

Exemplo 3 (Colégio Naval). O resultado da divisdo de T'?
por 6, € um numero:

(a) Inteiro.

(b) De parte decimal finita.

(
(d

)
)
¢) De parte decimal infinita periddica simples.
) De parte decimal infinita periédica composta.
)

(e) De parte decimal infinita e nio-periddica.

Solugao. Veja que 7 deixa resto 1, quando dividido por 6.
Assim, repetindo o raciocinio utilizado em uma qualquer das
solucdes do exemplo anterior, concluimos que 72 também
deixa resto 1, quando dividido por 6. Desse modo, temos que
712 = 6¢ +1, em que ¢ é o quociente da divisdo de 7'2 por 6.
Assim,

12 1

7
T2 —6g+1— — = =
q+ e —1tg
12

7

Concluimos, pois, que o resultado da divisio de 7'2 por 6 é um
numero com parte decimal infinita, peridédica e composta. [
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Exemplo 4 (Colégio Naval). Se a e b sdo nimeros naturais e
2a + b € divisivel por 13, entdo um niumero multiplo de 13 é:

(a) 91a +b.
(b) 92a +b.
93a + b.

94a + b.

(¢
(d
(e) 95a + b.

)
)
)
)

Solugao. Note que 91 = 7 - 13. Desse modo, 91a é multiplo
de 13. Como 2a + b é, por hipdtese, multiplo de 13, obtemos
que a soma

9la+ (2a +b) =93a+b

também é multiplo de 13, pois é a soma-de dois multiplos de
13. O

Exemplo 5 (Colégio Naval). O nidmero de miltiplos de 12
compreendidos entre 357 e/3578 € igual a:

(a) 268.

(b) 269.

(¢) 270.

(d) 271.

(e) 272.

Solugao. Temos
35712
117129

9

Assim, o menor miultiplo de 12 compreendido entre 357 e
3578 é 30 - 12 = 360. Por outro lado, temos

357812
117 298
98
2
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Logo, o maior miultiplo de 12 compreendido entre 357 e 3578
é 298 - 12 = 3576.

Portanto, a quantidade de miltiplos de 12 compreendidos
entre 357 e 3578 é igual a quantidade de multiplos de 12 de
30-12 = 360 até 298 - 12 = 2576, ou seja, € igual & quantidade
de nimeros naturais de 30 até 298, que, por sua vez, é igual a

298 — 30 + 1 = 269.
Desse modo, a alternativa correta é a letra (b). O

Exemplo 6 (Colégio Naval - Adaptado). Um nidmero natural
N tem 2005 divisores positivos. Sobre a quantidade de primos
distintos na decomposicao de N em fatores primos, podemos
afirmar que:

(a) E menor ou igual a 2.

(b) E igual a 3.

)

(¢) E igual a 4.

(d) E igual a 5.
)

(e) E maior ou igual a 6.

Solugdo. Temos que 2005 = 5-401. Além disso, 19?2 = 361 <
401 < 441 = 21? e 401 ndo é divisivel por primo algum menor
ou igual a 19 (verifique isso!). Logo, 401 é primo (pelo crivo
de Eratéstenes), e 2005 = 5 - 401 é a decomposicao de 2005
em fatores primos.

Agora, a férmula para o célculo do niimero de divisores
positivos de um natural a partir de sua fatoracdo em pri-
mos garante que ha exatamente duas possibilidades para um
nimero que possui 2005 divisores positivos:

¢ Ele é uma poténcia de um tinico ntimero primo, com
expoente 2004 (por exemplo, 22004).

e Ele é o produto de duas poténcias de primos distintos,
uma com expoente 4 e outra com expoente 400 (por
exemplo, 24 - 3400,
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Portanto, o item correto é (a). O

Exemplo 7 (CMRJ). No ndmero m = 569a0b, temos que b
€ o algarismo das unidades e a o algarismo das centenas.
Sabendo que m € divisivel por 45, mas ndo é divisivel por 10,
pode-se afirmar que o resto da divisdo de m por 11 é:

Solugdo. Sabendo que m é divisivel por 45; temos que m é
divisivel por 9 e por 5. Em particular, sendo divisivel por 5,
seu algarismo das unidades vale 0 ou 5. Contudo, como m
nao é divisivel por 10, seu algarismo das unidades nao pode
ser 0. Assim, b = 5.

Uma vez que m ¢é divisivel por 9, a soma dos seus algaris-
mos é divisivel por 9. Dessa forma, 5+64+9+a+0+5 = 25+a
deve ser divisivel por 9. Logo, o tinico valor possivel para o
algarismo a é 2, de/sorte que m = 569205.

Por fim, como

569205 |11
19 51745
82
50
65
10

obtemos que o resto da divisdo de m por 11 ¢é 10, ou seja, a
alternativa correta é a letra (e). O

Exemplo 8 (Colégio Naval). Quantos sio os nimeros primos
maiores que 100 e menores que 200, nos quais o algarismo
das dezenas € par e maior que o das unidades?

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br



Solucao. Todos os niimeros primos maiores que 2 sao impares,
logo, como os nimeros que tém algarismo das unidades igual
a 5 sdo multiplos de 5, concluimos que o algarismo das uni-
dades de qualquer ntimero primo maior que 5 deve ser 1, 3,
7 ou 9. Assim, os possiveis nimeros primos que estao entre
100 e 200 e nos quais o algarismo das dezenas é par‘e maior
que o das unidades sao

121,141,143, 161,163,181, 183 ¢ 187.

Entretanto, temos que 121,143 e 187 sdo muiltiplos de 11;
141 e 183 sao multiplos de 3; 161 é multiplo de 7. Quanto as
demais niimeros, 163 e 181, o crivo de Eratdstenes permite
concluir facilmente que eles sao, de fato, primos (verifique
isso!). Assim, a alternativa correta é a letra (b). O

Exemplo 9. Sabendo que o nimero

100...0
——

k41 algarismos
possui 81 divisores positivos, qual é o valor de k?

Solucgao. Inicialmente, observe que

100...0 = 10F.
N——

k+1 algarismos

Nesse ponto, um erro muito comum é fazer k = 81—1 = 80.
Entretanto, s6 podemos calcular a quantidade de divisores
positivos de um niimero natural multiplicando os sucessores
dos expoentes dos primos que aparecem na sua fatoragao.
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Assim, antes de calcular o niimero de divisores positivos,
precisamos da fatoracio de 10 como produto de poténcias
de primos distintos, o que é facil: como 10 = 2 -5, temos

10% = (2-5)F = 2% . 5%,

Agora, uma vez que 2 e 5 sdo nimeros primos, concluimos
que 10* tem (k +1) - (k+ 1) = (k + 1)2 divisores positivos,
de sorte que deve ser

(k+1)? = 81.

Dai, obtemos £+ 1 =19, ou seja, k = 8.

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para expor o conteido deste material. Sugerimos aos profes-
sores que apresentem os exemplos com todos os detalhes e
proponham exemplos adicionais aos alunos, sempre dando
algum tempo para que eles tentem encontrar as solucoes por
conta propria.

E recomendével fazer uma pequena revisao sobre os contet-
dos abordados, antes de resolver cada problema. Em par-
ticular, é importante que os alunos conhecam as regras de
divisibilidade por 3, 5, 9 e 11, bem como propriedades como
“poténcia de uma poténcia” e “poténcia de um produto”. O
crivo de Eratéstenes também merece ser revisado, uma vez
que foi utilizado na solugao de trés exemplos distintos.

Antes de apresentar o exemplo [2| é recomendédvel que
sejam feitos alguns outros exemplos, mais simples, que permi-
tam compreender o seguinte fato: se n é um nimero natural
nao nulo, entdo o resto da divisao do produto de alguns
numeros naturais por n é igual ao resto da divisdo do produto
dos restos das divisdes desses niimeros por n.
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