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1 Introducao

A nossa primeira experiéncia com vetores ocorre, geralmente,
num curso de Fisica. Para efeito de ilustragao, considere
um bloco de massa 1 kg em repouso numa rampa inclinada.
Pede-se a intensidade da forga de atrito entre o bloco e a
rampa.

Forgas sdo grandezas vetoriais que; como sabemos, sao
representadas por setas, ou melhor;, segmentos orientados.
Um caminho para resolver o problema acima é calcular a
soma das forcas de atrito F,, e peso P agindo no bloco. Essa
forca resultante, estando o bloco em repouso, deve ser repre-
sentada por um segmento orientado na dire¢do perpendicular
a superficie da rampa.

A andlise para.um bloco de massa m qualquer é a mesma.
Agora, as novas forcas F, e P sdo as anteriores multiplicadas
pelo escalar m. Nesse caso mais geral, justificaremos adiante
a resposta mgsen § N (Newtons) dessa questdo, em que 6 é o
angulo de inclina¢ao da rampa e g é a (medida) da aceleragao
da gravidade.

Interessa-nos, nesse momento, formalizar matematica-
mente os seguintes pontos da discussao acimas:

1. Um vetor é representado por um segmento de reta
orientado.

2. Existe uma operagdo de adicao de vetores.

3. Vetores podem ser multiplicados por niimeros reais.
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2 Vetores no Plano

2.1 Definindo Vetores

Fixemos um plano II, nosso conjunto universo. Dada uma
semirreta r de origem A, seja I, o semiplano contendo r e
cuja origem ¢é a reta perpendicular a r passando por A. Duas

semirretas r e s tem mesma dire¢ao quando as suas retas
suportes coincidem ou sao paralelas. Nesse caso, dizemos
que 7 e s tem mesmo sentido se Tl,. C Il ou II; C II,.. Caso
contrario, diz-se que 7 e s tem sentidos opostos.

11, 11, 11,
A T Al T
B B S B
H#
r e s tém mesmo sentido r e s tém sentidos opostos
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Observacao 1. Caso r e s sejam semirretas de uma certa
reta, nao € dificil verificar que I, C Ily equivale a v C s.
Nessas hipdteses, seque da defini¢do que v e s tem mesmo
sentido se, e s6 se, r C s ou s C 7.

O proximo lema, cuja demonstragdo deixamos a cargo do
leitor, é uma versao unidimensional da Proposicao .

Lema 2. Sejam ay,as e ag semirretas de uma mesma reta.
Se ai,az C agz ou ai,az D ag, entdo a; C as ou as C aq.

Proposicao 3. Sejam 111,15 e I3 semiplanos. Se 11,11y C
113 ou Hl,HQ D Hg, entao II; C Il ou Ily C II5.

Demonstragdo. Em qualquer uma das hipéteses, as retas
origens dos semiplanos devem ser, duas a duas, coincidentes
ou paralelas. Assim, seja ¢ uma perpendicular comum as
retas de origem dos semiplanos dados e defina as semirretas
a; =anll;, 2 =1,2,3. Entao, vale ay,as C'ag ou a1,as D as,
de modo que a; C as ou as C-aq, pelo Lema . Terminamos,
pois as inclusoes anteriores equivalem a Iy C Il; e Il C 11,
respectivamente (vide Observagao (1))). O

Proposicao 4. Sejam r,s et semirretas. Ser e s tém mesmo
sentido e s e t tém mesmo sentido, entdo r et também tém
mesmo sentido.

Demonstragdo. Com efeito, I, N II; D (1T, N IIg) N (IIg N
I1;), sendo-II, N 115 e II; N II; semiplanos contidos em II;.
Pela Proposicao (3), (I N I;) N (I, N II;) também é um
semiplano, de onde vem II, C II; ou II; C II,, pela mesma
proposicao. O

Dados pontos A e B, denotaremos por AB o segmento de
reta orientado de A para B. Assim, BA é o mesmo segmento,
mas com a orientagao oposta, de B para A.

Dois segmentos de reta orientados AB e C'D sao ditos
equipolentes quando possuirem mesmos comprimento, dire¢ao
e sentido (veja as figuras a seguir). Escreveremos AB = CD
para indicar que tais segmentos sao equipolentes.
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AB e (CD séo equipolentes

A B D
AB e (CD nao séo equipolentes

B, D p___ C

/e

Vamos explicar essa definicao. Em geral, dois segmentos

orientados AB e C'D tem mesma diregdo caso as retas AB e

C 13 coincidam ou sejam paralelas. E, nesse caso, dizemos que
AB e CD possuem mesmo sentido (resp. sentidos opostos)

se as semirretas E e Cv’ﬁ tém mesmo sentido (resp. sentidos
opostos). Naturalmente, AB e C'D possuem sentidos opostos
se, e s6 se, AB e DC possuem mesmo sentido.

Exemplo 5. Se M ¢ o ponto médio do segmento AB, entdo
AM = MB.

Proposicao 6. Equipoléncia é uma relacdo de equivaléncia.
Em outras palavras, se AB,CD e EF sao segmentos orien-
tados, entdo:

i) AB = AB (reflexividade).
1) AB=CD = CD = AB (simetria).
iii) AB=CD,CD = EF = AB = EF (transitividade).

Demonstracgdo. A reflexividade e a simetria sdo imediatas,
enquanto que a transitividade segue da Proposi¢ao . O

Denotaremos por @ a classe de equipoléncia do segmento

orientado AB, isto é, AB é o conjunto de todos os segmentos
orientados equipolentes a AB. Pela proposi¢do anterior, o
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conjunto dos segmentos orientados no plano fica particionado
em classes de equipoléncia, cada uma das quais chamamos
de vetor. Isso merece registro.

Definicao 7. Um vetor é uma classe de equipoléncia de seg-
mentos orientados.

Assim, cada segmento orientado representa um tUnico
vetor, a saber, a sua classe de equipoléncia. Além disso, dois
segmentos orientados representam o mesmo vetor se, e sO se,
sao equipolentes. Em simbolos:

AB = CD < AB = CD.

-
Como ilustracdo, nas nota¢ées do Exemplo , vale AM =

MB

Serd conveniente considerar o vetor nulo, 0, representado
por qualquer segmento degenerado AA.

Observe que quando uma certa nogao associada a segmen-
tos orientados for invariante em cada classe de equipoléncia,
ela induzird uma nog¢ao similar, agora relativa a vetores. Por
exemplo, podemos definir o.mddulo de um vetor v, ||v|],
como o comprimento de qualquer segmento orientado que
o represente. E faz sentido falar em dois vetores de mesma
direcdo ou mesmo sentido. Também podemos considerar o
angulo 6(u,v), entre dois vetores ndo-nulos u e v, escrevendo
U= E,v = ﬁ e definindo 0(u,v) = BAC.

Tendo definido vetores, vamos denotar por V' o conjunto
de todos os vetores no plano. Desejamos definir uma adigao
em V e uma multiplicacao por escalar. Nessa direcao, desen-
volveremos, a seguir, alguns resultados tuteis.

A demonstracdo do proximo teorema pode ser omitida
numa primeira leitura.

Teorema 8. Se os segmentos AB e CD sao nao colineares,
tem-se /@ =CD se, e s6 se, ABDC ¢é um paralelogramo.

Demonstragio. Se ABDC é um paralelogramo, AB e CD
ja possuem mesmo comprimento e direcao. Entdo, resta
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provar que AB e CD possuem mesmo sentido para concluir
a equipoléncia AB = CD. Sejam r a semirreta de origem A
passando por B e s a semirreta de origem C' passando por D.

— —
Como AB//CD, todos os pontos de s estdo de um mesmo
>

lado da reta AB. Nesse mesmo lado, seja t a semirreta que
parte A contida na origem de II,.

Suponhamos, inicialmente, BAC < 90°, de modo que
C € 1I,. Dai,

>
r e t estdo em lados opostos da reta AC. (1)

Vamos mostrar que s C II,., de onde seguird a inclusao
II; C II,.. Se, por contradicdo, existe um ponto E na semirreta
s, com F fora do semiplano II,., temos a

—
Afirmagdo: E e B estdo em lados opostos.da reta AC.

Pois t corta EB num ponto F', digamos. Por , a reta 1<4—C>'
deve cortar o segmento F'B e, com maior razao, também
corta o segmento FB.

Afirmagao validada, note que D e E estdao do mesmo lado

d —

da reta AC, uma vez que DEA AC = &. Portanto, B e D
—

estdo em lados opostos.da reta AC, o que nos garante que

— — >
BDnN AC # @, uma contradi¢gdo com a hipétese AC// BD.
Da inclusao I, € 11, segue que AB e C'D tem mesmo
sentido, de forma que AB = CD. R
Agora; se fosse BAC > 90°, terifamos ABD < 90° o
que, pelo argumento anterior, nos levaria a BA = DC, que
equivale a AB = CD.
Reciprocamente, suponhamos AB = CD com AB e CD

—
nao colineares. Se a paralela a reta AC pelo ponto B corta

a reta C<'—l>) no ponto D', entao ABD’C é um paralelogramo.
Pela parte ja demonstrada, C D’ = AB; por transitividade,
CD’ = CD, de onde segue D' = D, ou seja, ABDC é um
paralelogramo. O

Corolario 9. 1@ = @ = /@ = ﬁ
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Podemos somar dois segmentos orientados tais que a ex-
tremidade de um ¢é a origem do outro. Mais precisamente,
definimos AB 4+ BC = AC.

A multiplicagdo do segmento orientado AB pelo niimero
real k, denotada k- AB, é o segmento orientado com origem A,
comprimento igual a |k|AB e mesma diregio que AB, tando
mesmo sentido que AB caso k > 0 e sentido oposto ao de
AB caso k < 0 (veja a figura a seguir).

c

AB+ BC

Observaciao 10. E possivel interpretar a defini¢ao anterior
de modo que os casos k =0 ou A = B estejam contemplados.
Basta utilizar as inicas duas informacgdes que fazem sentido,
quais sejam, k - AB tem origem A e comprimento |k|AB = 0.
Assim, k- AB = AA, nesses casos.

As “operagdes” acima definidas induzem operacdes com
vetores devido ao seguinte resultado.

—_— —
Proposicdo 11. Se ﬁ =A'B, l% = B'C" ek é um nimero
real, entdo:

i) AC = A0

ii) k-AB=Fk-A'B’.

Demonstracao. Para o item i), basta utilizar o corolario
acima (nos dois sentidos). De fato, AB = A'B’, BC =
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—_—— s —
B'C' = AA = BB = CC' = AC = A'C'.
Quanto a ii), as defini¢des nos dizem que k- AB e k- A'B’
tem mesmo comprimento, direcao e sentido. O

Na 22 parte dessa aula, utilizaremos coordenadas para
representar vetores e expressar as operagoes de adi¢do e multi-
plicagdlo por escalar. Aproveitamos para recordar brevemente
como podemos introduzir coordenadas numa reta, se nela
fixamos um segmento orientado.

Cada ponto X € AB determina um tnico ntmero real
x, a coordenada de X, satisfazendo AX = x - AB. A cor-
respondéncia X — x define uma bijecao entre a reta fﬁ e
o conjunto dos ntimeros reais R, valendo XY = AB|z — y|,
quaisquer que sejam os pontos X e Y em jﬁ de coordena-
das z e y, respectivamente (o axioma da réqua infinita: cf.
[3]). Em particular, o ponto médio do segmento XY tem
coordenada (z + y)/2 (veja, também, as primeiras paginas
da referéncia [2]).

Exemplo 12. Se AC = k- AB e CD =1- AB, mostre que
AD = (k+1)- AB.

Solugao. Podemos supor A # B e, como explicado acima,
introduzir coordenadas na reta AB. Dessa forma, se d é a
coordenada do ponto D, queremos mostrar que d = k + [.
Ora, k é a coordenada do ponto C; se o ponto E satisfaz
AE = CD, entdao AE = 1- AB e | é a coordenada de E.
Comeo os segmentos AD e EC tem o mesmo ponto médio,

vel
0+d  k+l

2 2’
e o resultado segue. O

2.2 Operagoes

As duas operagdes com vetores que precisamos introduzir
estdo definidas a seguir:
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Adicgao: dados os vetores u,v € V, escreva u = ﬁ, v = B?
e defina o vetor soma v+ v de u e v como u+v = A

Multiplicacdo por Escalar: dados o vetor v € V e o
numero real k, escreva v = AB e defina k - v, o produto do
escalar k pelo vetor v, como o vetor k-v=Fk- A

Segue da Proposicao ((11)) que as operagdes acima estao
bem definidas, ou seja, u+v e k-v ndo dependem das escolhas
particulares dos segmentos orientados representando-w e v.

Deixamos como exercicio para o leitor a tarefa de verificar
quek-v=0&k=00ouv=0.

Observacao 13. Note que dois vetores u e v, com u #0, tém
mesma direcdo se, e somente se, v =k -u para algum escalar
k. Dizemos, nesse ultimo caso, que v-é um multiplo de u.

Vejamos algumas propriedades das operagoes acima defi-
nidas . Sejam u = AB,v = BC,w = C'D vetores quaisquer
no plano e k,l ntimeros reais.

1) Associatividade da adigdo:
(u+v)+w=u+ (v+w).

Pois ambos os.membros dessa igualdade resultam em zﬁ

2) Associatividade da multiplicag¢do por escalar:
k-(l-u)=(kl)-u.

Ambos os membros tem mesmo comprimento, direcdo e sen-
tido.

3) Elementos neutros:

v+0=0+v=uo,

1l-v=nw.

4) Vetor oposto: dado v € V qualquer, existe um vetor,
denotado por —v e chamado oposto de v, que somado a v
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resulta em 0.
v+ (—v) = (—v)+0v=0.
Basta tomar —v = C@
5) Lei do cancelamento:
U+wW=v+w=u="u.
Vejamos: v = (u 4+ w) + (—w) = (v + w) + (—w).= v. Em
particular, o inico vetor que somado a v resulta em 0 é —v

(unicidade do oposto). Dai, podemos definir a subtragio de
vetores: u —v = u + (—v).

6) 1° Distributividade:
(k+1) - u=k-u+l:u.

Nas notacgdes do Exemplo , kutlu=k- A§+l . A§ =
AC +CD = AD = (k+1)- u.

7) A Regra do Paralelogramo. Se os vetores u = /@ ev = zﬁ

tem direcdes distintas, entdo u + v = ﬁ, o vetor dado pela
diagonal que sai‘de A no paralelogramo ABCFE.
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De fato, como v = B?, vale u +v = ﬁ, por definicdo. A
equipoléncia AE = BC nos garante que ABCE é um parale-
logramo.

Veja que a comutatividade da adi¢do, proxima propriedade
a se enunciar, fica estabelecida aqui no caso em que u e v
tem diregoes diferentes.

Ainda em referéncia a figura acima, note que a outra
diagonal E B representa o vetor diferenca u — v.

8) Comutatividade:
uU+v=v-+u.

Sobrou o caso em que u e v tem mesma-direcao, v = k - u, di-
gamos. O leitor pode verificar, como. um exercicio instrutivo,
que a conclusdo segue da 1? distributividade.

9) 2¢ Distributividade:
k-(u+v)=k-u+k- v

Podemos admitir que u e v tem dire¢des distintas (se nao,
recaimos na 1? distributividade). Veja a figura acima. Se
v = ﬁ, sejam B’,C" e E’ satisfazendo k- AB = AB',k -
AC = AC' e’k - AE = AE'. Pelo critério LAL, temos os
seguintes pares de tridAngulos semelhantes: (ABC, AB'C")

— <
e (ACE,AC'E"). Logo, B’C’//% e C’E’//@. Conclui-
se que ﬁl_B;’C”E' ¢ um paralelogramo, de modo que AC’ =
AB'+ AFE', ouseja, k- (u+v)=k-u+k-v.

Observacdao 14. Com as propriedades acima, vemos que
uma parcela num membro de uma igualdade vetorial pode ser
“levada” para o outro membro trocando-se o seu sinal. E um
escalar nao nulo multiplicando um dos membros “passa” para
o outro dividindo-o. Por definicdao, 7 = % -v,v € Vo ke R*.
Dessa forma, podemos manipular igualdades vetoriais num
contexto familiar.
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Exemplo 15. Fize um ponto O no plano. Mostre que M € o
ponto médio do segmento AB se, e s se,

OM = L. (OA + 0B).

Solugao. Ora, M é ponto médio de AB se, e s6 se, AM =
M § Por outro lado,

O

Definicdao 16. Um conjunto com uma operac¢do de adi¢do
(u,0) = u+ v e uma multiplicagdo por escalar (k) — k- v,
em que as propriedades 1) ~ 4), 6), 8)e 9) listadas acima se
verificam, chama-se um espago vetorial.

Por exemplo, além de V, o conjunto das matrizes de
ordem m X n, com entradas reais, ¢ um espago vetorial com
as operagoes usuais de adi¢do de matrizes e multiplicacao de
uma matriz por-um numero real. Também, o conjunto C dos
nimeros complexos, é um espago vetorial com as operagoes
usuais de adicao de nimeros complexos e multiplicacao de
numeros complexos por nimeros reais. Como veremos, V e
C sao “iguais” enquanto espacos vetoriais.

Para o préximo exemplo, convém lembrar que as medianas
de um triangulo se encontram num ponto, o baricentro do
tridngulo. Além disso, o baricentro divide cada mediana na
razdo 2 : 1 (a partir de cada vértice).

Exemplo 17. Seja G o baricentro de um tridngulo ABC.
Mostre que

AG + BG + CG = 0.
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Solugao. Seja M o ponto médio de AB. Como C(i =2 GM

e CM = C’E? + GM, temos C’E? 3 CM Do exemplo ante-
= ?

rior, com O C, vem C’(? - (CA+ CB). Analogamente,

valeﬁ @—‘rzﬁ eB? % BA—|—B? Assim,
ﬁ+ﬁ+@:%(ﬁ+ﬁ+ﬂ+ﬁ+ﬁ+@):

O

Encerraremos essa primeira parte do nosso estudo resol-
vendo o problema enunciado na introdugao.

Como observado anteriormente (acompanhe na figura a
seguir), para que o bloco permanega em repouso, a soma dos
vetores F, e P deve ter direcdo perpendicular a superficie do
bloco. Logo, 6 é o angulo entre os vetores P e F, + P. Pela
regra do paralelogramo, segue quesen 6 = ||F||/||P||. Sendo
[|P|| = mg, obtemos a resposta’||F,|| =mgsenf N.
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Dicas para o Professor

As primeiras defini¢oes e os primeiros resultados do texto
permitem comparar os sentidos de dois segmentos orientados
(de mesma dire¢ao). Essa abordagem, entre outras coisas,
nos possibilitou uma demonstragdo completa do Teorema ,
que nos apresenta a relagao fundamental entre equipoléncia e
paralelogramos. Apesar do valor do rigor, e caso o Professor
ja tenha tratado do assunto de vetores com a sua turma,
pode ser conveniente adaptar o roteiro do texto para que
melhor se adeque a uma revisdo. De todo modo; uma vez
compreendida a noc¢do de vetor e exploradas as propriedades
das operagdes com vetores, resta-nos a etapa essencial da
apresentacao de exemplos e exercicios. Encontramos varios
deles, em diferentes niveis de dificuldade, nas referéncias [1]
e [2].

Dessa forma, trés sessdes de 50min devem ser suficientes
para expor o conteiido deste material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemadtica Elementar, vol.
2. Geometria Euclidiana Plana. 2% ed. Cole¢ao do
Professor de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

2. E. L. Lima. Coordenadas no Plano. 6% ed. Colecao do
Professor de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

3. J. L. M. Barbosa. Geometria Fuclidiana Plana. 11% ed.
Colecao do Professor de Matematica. Rio de Janeiro:
SBM, 2012.
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